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CALCUL DIFFÉRENTIEL 


ET DE CALCUL INTÉGRAL. 


CALCUL DIFFÉRENTIEL 


CHAPITRE I". 

Des fonctions. — De la contiultté. — Limites d’une variable. 
— Infiniment petits. — Infini. — Fonction dérivée. — 
Différentielle. — Propriétés générales des dérivées. 


De* DoMCftoN*. 

1. On appelle variables des quantités qui , dans une 
même question d’analyse, peuvent prendre une infinité de 
valeurs différentes. Les quantités constantes conservent 
une valeur fixe et déterminée dans le cours du même 
calcul. 

2. On nomme variables indépendantes celles auxquelles 
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on peut attribuer des valeurs arbitraires, et variables dé- 
pendantes ou fonciipns celles dont les valeurs sont déter- 
minées quand on s’est donné celles des premières. 

3. Les relations quf' existent entre les variables indé- 
pendantes et les fonctions sont, en général, exprimées 
par des équations. Les fonctions sont explicites quand 
leurs valeurs sont données immédiatement par des équa- 
tions résolues. Ainsi dans les équations 

• . ^ sin * 

y = 3C y ( 1 ^ — X*, y — — - , etc., 

y est fonction explicite de la variable indépendante x. 
Pour exprimer d’une manière générale que y est fonction 
explicite de ac, on se sert des notations 

y = f{x), »y = F(x), y=--r(x), etc. 

Les équations 

u=rr. f\x, y, x), H =tF(x,.v, z), (j, ÿ,-), ele-, 

expriment que u est fonction explicite des variables x, y, z. 

On nomme fondions implicites celles dont les valeurs 
sont données par des équations non résolues. Ainsi dans 
les équations 

f{x,y) = o, fin, x,z)^ O, 

y et U sont des fonctions, la première de x et la seconde 
de X et de z. 

ConUMuilé. 

4. Une fonction y — f{x) est continue lorsque, en fai- 
sant croître la variable indépendante x par degrés insen- 
sibles, la fonction f{x) reste réelle et finie et varie aussi 
par degrés insensibles. Quand ces conditions no sont pas 
remplies, la fonction est discontinue. 
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Si l’on regarde les valeurs de la variaMe indé|>endante x 
comme des abscisses, et les valeurs correspondantes d’une 
fonction y — f[x) comme des ordonnées, le lieu géomé- 
trique défini par l’équation y == f{x) sera, en général, une 
courbe dont tous les |>oints se suivront sans interruption, 
si la fonction f{x) est continue. 




Lorsqu’une grandeur variable prend successivement 
des valeurs qui convergent indéflniment vers une grandeur 
constante et déterminée, cette dernière est dite la limile 
des valeurs de cette variable. La dilférence entre la va- 
riable et .sa limile peut donc devenir aussi petite qu’on 
voudra. 


y 


1 —X 
I -+- J 


Exemples : 

a pour limite 1, lorsque x converge vers 


zéro ; 


2- 




I/o -+ ï . — f/ rt 
X 


se présente sous la forme ^ lorsqu’on fait x o; mais si 

l’on multiplie .ses deux termes par V' a -i- x l/«, et 
qu’on supprime le facteur commun x, y prendra la forme 
t 

|/ a H- X V/ O 

d’où l’on conclut que, pour des valeurs décrois.santes de x, 
\ 

y converge vers r-.; 

, 2 1 / « 

pr X'’ — , O 

= 5 St* présente encore sous la forme 

JT* fif" ^ (} 

lorsqu’on y faitx = o; mais si l’on supprime au.v deux 
termes de la fraction le facteur commun x — a, on aura 

.** -t- ax O* 
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d’où l’on conclut que y converge vers la limite — , tandis 
que X converge vers la valeur a. ^ 

La détermination de la limite d’une fonction n’est pas 
toujours aussi facile. Ainsi les fonctions 

\ 


qui, pour x — o, prennent les formes indéterminées 
-, ont des limites dont le calcul exige l’emploi de 
méthodes que nous exposerons dans la suite. 


Xii/lntoieuf fieMIa. 

6. Lorsqu’une grandeur variable a pour limite zéro, on 
dit qu’elle devient infiniment petite. Ainsi sin x devient 
infiniment petit, lorsque x converge vers zéro. Il en est de 

X 

môme de ^ ^ Un infiniment petit n’est donc pas une 

grandeur déterminée et assignable: c’est une quantité va- 
riable, indéterminée qui se rapproche incessamment de sa 
limite zéro. 

Mnftnimeni gt'ana*. 

Une grandeur qui croit sans cesse et devient plus grande 
que toute grandeur assignable est infinie ou infiniment 

grande. Elle se représente par oo et - . 

Exemples : 

Tang X devient infinie, lorsque l’angle x converge vers 
flO“; ^ ^ devient infini pour x = I. 
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7. Soient y et x les coor- 
données rectangulaires d’un 
point M de la courbe conti- 
nue AB, définie par l’équation 
y = f[x). Donnons à x l’ac- 
croissement PP' = Ax, et 
représentas par Aj/ l’accrois- 
sement correspondant de l’or- 
donnée y. Au point M menons la tangente MT à la courbe, 
ainsi que la sécante MM'. La droite MQ étant tracée paral- 
lèlement à l’axe des x, on a évidemment 

Aÿ =M'Q = M'P' — MP = f{x -f- Ax) — /'(x) 
et par suite 

Ay /'(x Ax) — f{x) 

AX AX 



Mais le triangle rectangle MM'Q donne M'Q = MQ (ang 
M'MQ; d’où, à cause de M'MQ == MSx 


3i;q 

”m(J' 


— - = lang MSx. 

AX 


Si l’on suppose que l’accroissement Ax, devenant variable, 
converge vers zéro, le point M' se rapprochera de plus en 
plus du point M, et la sécante SM tournera autour de M en 
se rapprochant indéfiniment de la tangente MT, qui en est la 

limite. Donc la limite vers laquelle converge le rapport 

lorsque Ax converge vers zéro, est égale à la tangente de 
l’angle MTx. Mais cet angle varie d’un point à un autre de 
la courbe, donc tang MTx est une fonction de x que nous 
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représenterons par y' ou f[x). On aura donc 


ii„ 


àX 


àX 


!J' = /"(•»•■)• 


C’est cette limite y' ou f'{x) qu’on appelle la fonction dé- 
rivée de y OH de f[x). 


Mflf-iveu lielle. 

8. Puisque ^ converge vers la limite y', ou a 

AM 

= y + a, ou Aÿ =y'ax + aAX, 

a étant une quantité qui s’évanouit avec Ax. Or, si l’on 
suppose que Ax soit un accroissement variable convergeant 
vers zéro, c’est-à-dire. i n/tnment pe<î7, le premier terme 
y'Ax du second membre sera ce qu’on appelle la différen- 
tielle de y, qu’on représente par dy. On a donc l’équation 

=y'àx. 

Dans le cas particulier où y — x, on a aussi Ay—A.r, et, 

A î/ 

par suite, lim. — *5 l’équation précédente devient 

alors 

dy ou dx — AX. . 

On peut donc remplacer Ax par dx, qui est la différen- 
tielle de X, ce qui donnera 

, fiy = y'dx. 

Ainsi la différentielle d’une fonction est égale au pro- 
duit de sa dérivée par la différentielle de la variable. 

C’est pour cette raison qu’on donne aussi à la dérivée 
le nom de coefficient différentiel. 

Il importe de se faire une idée nette do la dill'érencc 
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qu’il y a entre l’accroissement total Ay d’une fonction et 
sa différentielle dy. En faisant dx = Ax — PP', on a 
Ay = M'Q, tandis que le triangle MNQ donne NQ = dx 
lang NMQ = y'dx ; donc dy = NQ. On voit donc que 
l’accroissement Ay et la différentielle dy ont des va- 
leurs fort différentes; mais on peut remarquer que leur 
rapport 

AV a 

■ ==!-+- — 

fh y 

converge vers l’unité à mesure que dx ou Ax diminue, 
excepté lorsque y' ~o. - 

9. Le rapport— peut prendre une forme remarquable, 

AJ? 

lorsque la dérivée f{x) est continue entre les limites x 
et X -h Ax de la variable indépendante. Il existe alors 
une droite M"T', parallèle à la sécante MM' et tangente 
à la courbe AB en un point M" situé entre M et M'. 
L’abscisse OP" du point de contact M" étant comprise 
entre x et x -t- Ax, on peut faire OP" — x -t- GAx, 0 étant 
un nombre positif compris entre 0 et 1, et l’on aura, 
d’après le n“ 7, tang M"T'x = f{x + OAx). On a d’ailleurs 

tang MSx = — ; dont l’égalité des angles MSx, M"T'x 
donnera l’égalité 

— ^ =: f'(x Six), 


OU, ce qui revient au même, 


f(x -4- Ax) — fx 
AX 


= /"( X flAx), 


d’où l’on tire encore 


f {x -i- Ax) = /x -t- AX p{x -H 4Ax). 
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géitéfmlft <ie« 


10. La formule Ay — Axf{x -t- OAx) qu’on vient do 
trouver fait connaître plusieurs propriétés importantes des 
dérivées : 

1“ Supposons que l’accroissement Ax, attribué à x, soit 
positif, le signe de l’accroissement Ay, que prend la fonc- 
tion f{x), sera le même que celui de f'{x ■+■ GAx). Mais 
on peut toujours supposer Ax assez petit pour que la dé- 
rivée f(x) ne change pas de signe quand on fait croître x 
depuis X jusqu’à x -h Ax. Le signe de f'[x h- OAx) et, par 
suite, celui de Ay, est, dans ce cas, le même que celui 
de r{x), et l’on en conclut que, pour des valeurs crois- 
santes de la variable indépendante, une fonction est crois- 
sante ou décroissante, suivant que sa dérivée est positive 
ou négative ; 

2“ Lorsque la dérivée d’une fonction f{x) est nulle, quel 
que soit x, cette fonction est indépendante de x et se ré- 
duit à une constante ; car, si /*(x) est nul, quel que soit x, 
on a f{x -J- OAx) = o, donc Ay ou f{x + Ax) — fx — o, 
et , par suite , 

/(x -+- ax) — fx. 

Ainsi, la fonction f{x) ne change pas lorsqu’on fait varier x, 
donc elle se réduit à une quantité constante ; 

5“ Si les deux fonctions f{x) et 9 (x) ont des dérivées 
égales, elles ne peuvent différer que par une constante; 
car si l’on fait 

y /(x) — }-(x), 

on aura 

y Al/ = /'(x Ax) — f (x H- ax), 
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<M , |>ar suite , 

A// f'(x -t- \x) — f'(x) «{x -*• xx) — f (x) 

XX üx XX ’ 

Celte équation ayant lieu, quelque petit que soit Ax, les 
limites des deux membres sont égales; donc 
dy 


dx 


= /’(x)- y'(x). 

<iy 


Mais f{x) ■= ^'(x) , donc = o, et, par suite , y est une 

constante, ce qu’il fallait démontrer. 

Réciproquement, si les deux fonctions f{x), (p(x) sont 
constamment égales ou ne diffèrent que par une constante, 
leurs'dérivées sont aussi égales; car leur différence y étant 

constante ou nulle, sa dérivée ^ est aussi nulle , donc 
f{x) = f'{x). 


CHAPITRE 11. 

But ui> CALCUL DiFFÉnEMiEL. — Dérivée d’uj«e somme de fonc- 
tions. — Dérivée d’un produit. — Dérivée d’un quotient. — 
Dérivée d’une fonction de fonction. — Dérivée d’une 
FONCTION composée. 


MmI <Fm ealetêl MfféfeHlM, 

ff. Le calcul différentiel a pour but la recherche des 
dérivées des fonctions et l’application des propriétés de 
ces dérivées aux questions d’analyse et de géométrie. 
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Quand il s’agit de fonctions algébriques très -simples, 
on parvient assez facilement à trouver leurs dérivées. Tels 
sont les exemples suivants : 


Soit y — x-3, on aura 

ay {x -4- aæ)® — X® 

ax ax 


3x* ôxax -4- ax^ , 


donc 


<■)" 


-y— = 3x*, et dy == 3x^f/x; 
a 

Pour y = on trouve 


ay (x -4- ax)'* x* « (2x -+- ax) 

ax Ax X* ( X -I- ax)* ’ 

et, par suite, en passant à la limite 

2a 2a 

— = — — , U ou rfy = rfx : 

rfx X® x“ ’ 


5° Soit encore y==^^ — — , on trouvera 


y' i — (x-4-ax)* \^ \ — X* 

ay X -4- ax x 

ax ax 


x\^ \ — (x -4- ax)* — (x -4- ax) 1 — x* 

X (x -H ax) ax 

Multipliant haut et bas par 

X \^ \ — (x -4- ax)* -4- (x -4- ax) l/l — x* 

et réduisant, on aura 
ay 2x -4- ax 

ax x(x+ax)[xl/ 1 — (x-4-ax)* -4-(x + ax)l/ 1 — x*] 
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Il 


d’où 

dj! 1 dx 

dx X* 1/ 1 — X* .r* J/i — X* 

ün voit, par ce dernier exemple, que le calcul des dé- 
rivées des fonctions très-simples peut conduire à des cal- 
^ culs très-compliqués et souvent même impraticables. Nous 
allons donc exposer les règles générales qui conduisent 
plus promptement au même but. La recherche des diffé- 
rentielles revient évidemment à celle des dérivées, puis- 
qu’on les obtient en multipliant ces dernières par la diffé- 
rentielle de la variable indépendante. 


DéWvé# «omme ife /'pmcKom#. 

12. Soit y = u + v — 10 , ît, V, w étant des fonctions 
de X. En donnant à x l’accroissement Ax, les fonctions 
y, U, V et 10 prendront les accroissements Ay, Au, Av, Aw, 
et l’on aura 


y -i- ày = M -f- AM t) -4- AO — 10 — Aie, 

En retranchant l’équation proposée, il vient 
donc 


Ay = 

A W -4- 

Aü - 

— Aîr, 


AW 


A 1/7 

Ax 

AX 

AX 

1 

AX 

la limite. 




du 

. dv 

dw 

dx 

dx 

dx 

“ 


En multipliant par dx, pour avoir la différentielle de y, il 
vient 

dy ~ du -H do — dw. 
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Ainsi la dérivée ou la différendelle d’une soniine de 
fonctions est égale à la somme des dérivées ou des diffé- 
rentielles de ces fonctions. 

II suit de là que si a est une constante, la dérivée 
de y — a -h f[x) sera-^ = f{x) et sa différentielle 
dy = f'[x) dx. 

Dérivée tl'un preétHii. 

13. Soit y = au, a étant une constante et u une fonc- 
tion de X. En donnant à x l’accroissement Ax, on a 
y -t- sy =«(m -+- Ml); donc sy = a.ui , 
et par suite 

Ml Ml 

— U — ■ 

iX liX 

En passant à la limite, on a 

dy du 

dx dx 

pour la dérivée et dy = adu pour la différentielle de y. 

Donc la dérivée du produit d’une fonction par une con- 
stante est égale au produit de la dérivée de la fonction par 
cette constante. 

Soit maintenant y = uv, w et d étant des fonctions de x, 
on aura évidemment 

MJ = (u + su) (e -I- Af) — Ml', 

d’où l’on tire, en réduisant et en divisant par l’accroisse- 
ment Ax, 

sy Ml SV su. SV 

— = (; h u 

AX SX SX SX 

Le dernier terme, qui contient comme facteurs Au et Ai-, 
s’évanouit à la limite; car, en le mettant sous la forme 
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AM . . AM «« 

— Av, 011 voit que — converge vere une limite lime -j— , 

AX àX "X 

tandis que Av s’évanouit. Donc 

dv du dr 

Ainsi la dérivée du produit de deux fadeurs s'obtient 
en multipliant chaque facteur par la dérivée de l’autre et 
en faisant la somme des deux produits. 

La meme règle s’applique aux diflférentielles , puis- 
qu’on a 

dy = d (mv) = vdu -f- vdv. 

Soit 1/ == uvw , le nombre des facteurs du second 

membre étant quelconque, on aura- 

Aÿ = (m -H Am) (v -4- AV) (IV ■+■ Aiv). ... — MVIV. . . 

Effectuons le produit de tous les facteurs binômes, et 
désignons par « la somme de tous les termes qui con- 
tiennent comme facteurs au moins deux des accroisse- 
ments Au, Av, etc., il viendra, après réduction. 


^y — vtV. . . AM MIV. . . AV + MV. . . . AtV + + Oc. 

Divisant par Ax et passant à la limite, on aura, à cause de 

lim — = 0, 

^x 


du du 

d^ 


uw. 


dv 

dx 


uv. 


dw 

Ih 


formule qui permet de généraliser la règle précédente. 


tt—n quoUenl. 

14 . Soit u = -, on aura 

•y 

U -4- A ï< U VM/ — l/Ar 

I! AV V V (V H- AI-) 


Digilized by Google 



U 


CALCUL DIFFÉRENTIEL. 


En divisant tes deux membres par Ax, il vient 

Am AV 

V M 

ày Aas Ax 

Ax V (»; -r- Axi) ’ 

et, en passant à la limite, 

ffxi dv 

dxj dx dx 
dx"^ lis 

Pour la différentielle de y, on a, en multipliant par dx, 

vdxi — vdv 
r* 

Donc la dérivée d’une fraction est égale au dénorni- 
xiateur multiplié par la dérivée du numérateur, moins le 
numérateur multiplié par la dérivée du dénominateur, le 
toxit divisé par le carx'é du dénominateur. 

On a la même règle pour prendre la différentielle d’une 
fraction. 

fonction de fonction* 

15. Quand on a y = f[u) et u =f(x), y est une fonc- 
tion de fonction de x. On obtiendrait y en fonction de x 
en substituant dans la première équation à la place de u 
sa valeur (æ), ce qui donnerait y — /'[(p(x)]. 

Pour obtenir la dérivée de y par rapport à x sans faire 
cette substitution, nous donnerons à x l’accroissement Ax, 
ce qui fera prendre à m et ü y les accroissements corres- 
pondants Au et Ay; mais on a identiquement ^ 

\y A y A« 

AX AU AX 
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<lx) dij du 

dx du dx 


OU, ce qui revient au meme, 
du 

Donc la dérivée d’une fonction de fonction s’obtient en 
faisant le produit des dérivées des deux fonctions prises 
chacune par rapport à la variable qu’elle contient. 

Si l’on avait , 

y^f[u), « = y(c), r==4.(j'), 

on écrirait encore l’équation identique 

Af/ ûy A« Az 

AI AM AZ AX 

et, en passant à la limite, on aurait 

dy dy du dz 

dx du dz dx ’ 

ou, ce qui revient au même. 

Et ainsi de suite, quel que soit le nombre des équations 
que l’on a à considérer. 

JÊtérirém det comjiMéra. 

<6. Soit y — f[u, r), U et v étant des fonctions de x, 
y sera une fonction composée de deux fonctions de x. 

Pour obtenir la dérivée de y, sans faire la substitution 
des valeurs de u et d(^ r en fonction de x, nous ferons re- 
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marquer qu’un accroissement àx donné à x fera prendre 
à y l’accroissement 

Mj = /■(« H- AM, f -H Ac) — 

Désignons par fi{u, v) la dérivée de f(u,v) ou de y, prise 
par rapport à « considéré comme variable indépendante, 
V étant supposé constant. D’après la même notation, 
sera la dérivée de y par rapport à la variable v, u étant 
regardé comme constant. 

Or, si l’on donne d’alxird à n l’accroissement A«, on 
aura (n" 8) 

f{u -t- AM, tl) ==/■(«, v) AM [/".'(u, v) -4- a], 

a étant une quantité qui s’évanouit avec Au. 

Si , en supposant u constant, on donne à v l’accroisse- 
ment Av, on aura de même 

f{u, V -4- Ac) = /'(m, r) + At’ [/;,'(«, d) + /3], 

la quantité (3 s’évanouissant avec Av. 

Changeons maintenant dans cette dernière u en u -i- Au 
et désignons par (3' ce que devient alors (3, nous aurons 

f{u -4- AM, v -4- AV)=/'(m -4- AM, «) + Au[/’„'(u 4- AU, t;)-4-/3']. 

En substituant à la place de f{u -t- Au, v) sa valeur donnée 
par la première des équations précédentes, il vient 

\y = f{U -4- Am, v -4- Atî) — f{ti, v) 

= [fui», v) -4- a] AM -4- [f'^{u -4- AM, v) + \V, 

et, par suite, en divisant les deux membres par Ax, 

Ay Am AM 

— = l/r(«+ AM,t)) -4- /3'] — • 
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En passant à la limite, on a donc 

Û1 

dx 

on, ce qui revient au même, 

dy dy du dy d\i 

dx du dx dv dx 

Pour avoir la différentielle de y, on multipliera par dx, 
ce qui donnera 

dy 


dy 

dy — du 
^ du 


do 


-dv. 


Si y était une fonction composée de trois fonctions 
U, V, w, on trouverait de même 

dy dy du dy dv dy d%v 

dx du dx dv dx dw dx ’ 


et ainsi de suite. 

Donc la dérivée d’une fonction y composée de plusieurs 
variables qui sont des fonctions de x , est égale à la somme 
des dérivées de y prises successivement par rapport à 
chacune de ces variables considérées comme fonctions de 
Soit en particulier y — umv , on aura 



du 




et, par suite, 

dy du dv dw 

— = UlO — -I- UtV 1- UC. . . . h . . 

dx dx dx dx 


On retrouve ainsi Ij formule qui a été donnée n" 14, 
pour la dérivée d’un produit. 


■2 
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CHAPITRE III. 

Limite de — Déhivée de log x. — Dérivée de sin x. 

Limita a» 

17. La détermination de la dérivée de log x dépend de 
celle de la limite de l’expression H + — j pourdes va- 
leurs croissantes de m. Nous allons donc déterminer 
cette dernière limite. 

Supposons d’abord m positif et désignons par i le plus 
grand entier qui y soit contenu , on aura tn = i + 

Z étant un nombre plus petit que l’unité, et, par suite, 




. ^ \ 

1, 


t -4- ] I 

1 1 

f * 1 

l m) \ 

mj [ 

mj 



Développons -i- par la formule du binôme, nous 
aurons 

j 1 w' i i •(»■ — 1) »■{»■ — l)(i — 2) i 

^ 1 ^-2 »»* t . 2 . 3 m® 

En multipliant et divisant par i, on pourra écrire le 
second membre de la manière suivante : 



% * S 

De l’égalité m = * + J , on tire — = 1 — d’où l’on voit 
que -i est plus petit que l’unité , et converge vers l’unité à 
mesure que m croît, puisque ^ a pour limite o. En faisant. 
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I!) 


pour alm'gor, — 


X , on aura donc 




suite dont le terme général m„, c’est-à-dire celui qui en 
a n avant lui, est donné par la formule 



On a pour les termes suivants : 


'« + 1 


n 

\ —T 
i 

= M„ X, n, 

H -I- I 


>1 f -4 


;A / ;/ H- I \ 

'-7) ) 


(n -t- I ) (» H- 2) 


- 1%*, etc. 


Les seconds membres de ces égalités croîtront évidem- 
ment, si l’on y remplace a par l’unité, et si, après avoir 
négligé les termes négatifs aux numérateurs , on remplace 
aux dénominateurs les facteurs n -t- 2, « - 1 - 3, etc., par 
le nombre plus petit n -t- I. On aura donc les inégalités 


M„+l< - 


n -t- I 


(„ + 1)2 


et, par suite. 


U 


- 1+1 




< 




-r- t (n + t)* 


les termes du second membre étant supposés prolongés 
jusqu’à l’infini. La suite qui multiplie t<„ est une progres- 

i 

sion géométrique dont la raison est— et la somme 


I — 


I 

Il -h I 
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En désignant donc par m un nombre plus petit que — , 
on aura 

«» ■*- w„+i + «„+» 
et, par suite, 




Kf=[-“ 


1 

i — T 
I 



!L 

l. 

M ~ T h 


1— 7— 

\ î / \ 

il 

\ l 1 


3 . . 




('-‘■'K'-î)' 

A mesure que m et i croissent, les quantités 

et a convergent vers l’unité , tandis que les fractions 
^ 2 « 1 

-, — — convergent vers zéro. En passant à la limite, 

< I 1 

on aura donc 
lim { 1 


M* 

m 


t A ^ ^ 

— 1 = t -+-i H h 

tn !2 


\ 


2.3 2 . 3.4 


* orr * ">• 

O) désignant toujours un nombre plus petit que ^ 

Au moyen de cette formule, on peut calculer la limite 
de ^ 1 + qu’on désigne par la lettre e d’une manière 

aussi approchée qu’on voudra. En se bornant aux trois 
premiers termes, on voit facilement qu’elle est comprise 
entre 

2 H- i ou 2, 5 et 2 -4- 4 (1 i ) = 2,73. 

Puisque le reste ^ — - qu’on néglige en s’arrêtant au 

terme de rang «, diminue de plus en plus à mesure que n 
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aiigmenlc, on pourra poser 


C = Z H h -4- 

2 2.Ô 2.3.4 

la série étant prolongée indéfiniment. En se bornant aux 
dix premiers termes, on trouve e = 2,7182818. 

Supposons maintenant m négatif et égal à — m ’ — I, 
on aura 



quantité dont la limite est encore égale au nombre e, 
lorsque m' devient infini. 


^x 


Bériféc de loQur-iihnie x. 

18. Soit y — log X, on aura 

Aÿ = log (x -4- AX) — log X = log ^ 1 -4 j, 

et, par suite, 

- ^ “)_i ( I H- 

AX XAX \ X J X \ X I 


Si l’on fait — = m, m croîtra indéfiniment à mesure 

AX 

que Ax convergera vers zéro ; on aura donc 



et, en passant à la limite, 

dy d. log X log e 
rfx ”** dx X 
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ii 

Ix' io^arithiiie est supposé pris dans un système tpiel- 
conque. Quand on prend pour hase le nombre e, les loga- 
rithmes sont appelés hyperboliques ou népériens; nous les 
désignerons sinq)lement par la caractéristique l, ce qui 
donnera le — I, et, par suite, 

(Ux I ' (Ix 

— - = -- ou (Ux — — • 

(Ix X X 




IIK Nous supposerons toujours, dans la suite, que les 
l'onctions sin x, cos x, tangx, etc., ainsi que l’arc x, ap- 
partiennent à une circonférence dont le rayon est pris 
pour unité de longueur : ce sont donc des nombres ab- 
straits. Quand un angle a est exprimé en degrés, on trouve 
la longueur de l’arc correspondant, en observant que »■ 
étant la longueur de la demi -circonférence dont le rayon 

est égal à l’unité, on a 7^— pour la longueur de l’arc d’un 

^ (IT 

degré, et, par conséquent, x =777,. pour la longueur de 

I oO 

l’arc a. 


Fig. 2. 



Soit AM X un arc plus petit qu’un 
quart de circonférence, on aura MM' 
< arc MAM' ou 2 sin x < 2 x, et, par 
suite, sin x < x. D’un autre côté, le sec- 
teur CMM' est plus petit que le triangle 
CTT', donc 

1 I 

arc .M.M'X - AC < TT'X - AC, 

2 2 


et, par suite, 

arc MM' TT' 
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Les inégalités précédentes donnent 


1 > 


.sin X 

- — > cos X ; 

X 


niais cos x se rapproche de Tunité à mesure que x dimi- 
nue, et pour a; = O, on a cos X = 1, donc > 


lim 


sin X 

X 


Cela posé, donnons à x l’accroissement Ax, et désignons 
par Ay l'accroissement correspondant de sin x, nous au- 
rons 

Ay = sin (x ax) — sin x, 
ou, d’après une formule bien connue, 

Ay = 2 sin 4 Ax cos (x 4 ax) , 
et, en divisant par Ax, 


A»/ Sin 4 AX 

_• _ coslx 

AX [4 AX 


4 ax). 


Mais le rapport converge vers l’unité à mesure 

que Ax diminue, on a donc à la limite 


dy d.sinx , . 

-p- ou — = cos X, et d. sin x = cos x dx. 

dx dx 

Les résultats qu’on vient d’obtenir et les règles qui ont 
été exposées dans le chapitre précédent, suffisent pour 
trouver la différentielle d’une fonction analytique quel- 
conque. 


A 
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CHAPITRE IV. 

Différentiation des fonctions algébriques explicites. — Des 
FONCTIONS logarithmiques ET EXPONENTIELLES. — DeS FONC- 
TIONS CIRCULAIRES. 


tieê foHcH—f atgéht'iqHm» mxgtêieUf. 


20. Soit y — x", m étant un nombre réel quelconque : 
en prenant les logarithmes, on a ly — mlx, d’où l’on 
tire , en différentiant , 


dy dx . , dx 

— = »i — , et par suite dy — iny — 
y X X 

En remplaçant y par sa valeur x", on a donc 


rf.x"* 

dy ou f/.x" = mx’'~'dx, et-^— = mix”~*. 

Cette règle donne immédiatement 


, » D 1 , ,1 , , dx 

d.x’=—x'dx, d.-—d.x~' = — — -, «.x 

2 X X* 


2 -s , 

- X »«x, 

O 


d. |/x =d.x* 


dx 

2l/x 


Si U était une fonction <p{x) de la variable indépendante x, 
on aurait encore 

d. u’" — mu” du, 


comme si « était la variable indépendante; mais il faudra 
y remplacer du par sa valeur 9 '(x) dx. 

Soit »i = î, on aura 


d .Vu 


du 

•2 Vu 
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Ainsi la différentielle d'un radical du aecond degré est 
égale à la différentielle de la fonction placée sous le radi- 
cal , divisée par le double du radical. 


X I” rf. + = 


Exemples : 


d.x* 


xdx 


|/i + xî 

. 1 -4- X 




»/l-t-X '1 — X 


mais 


^ i -4- X (I — x)rf.(l -4-x) — (I -4-x)rf.(i — x) 2rfx 

i — X 

donc 


(I - X) * 


(1-x)^’ 




2dx 


dx 


d.]/l — x^ = 


y'i-x^ ^ 

X y=-ic — ’ 

mais 

donc 

dy == 

4* 


xd.y^ 1 — X* — l — X* dx 


xdx 


l/l —X* 


l/| - X* 


|/l — X* 


- dx ■■ 


dx 

x*l/î — X* 


< == V/" « -4- fcx -4- cx^ ; 
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donc 


« bx - 4 - ex- = «, y |/m = H , dy = \ u du, 
du~{b «- 2cx) dx ; 

(6 -4- 2cx) dx 


dy = - ' 


3 l/(a + 6x -4- ex*)* 


îi" y = (a* bx — X*) — a® ; 

on fera o* -4- 6x — x* = ?4, x® — a® = v, el l’oii aura 

3 _ ® udü 

y 7^ U y V, dy ~V V. du -4- — 

cl, à cause de du — {b — 2x) dx, dv = 3x*dx, 

^ (x® — a®) (6 — 2x) dx ■+■ (o* -+- 6x — x*) xVx 


I» y = 

2» y: 

5" y = 
V’ y = 


J/(x® — o®> 

3x* — 2ÔX® — a*x* — 2a®x -+- a®6 

(x® — a®)* 

Exercices : 

abc 


a X 


^ 2 l/x 

X + a 


6 — x’ 

1 


i — X — X* 
X 

s 


5. ; 


6“ y = 

I/o — X 

7° y — x(i — x) l/i -4- X; 

8“ y = (ox™ -4- 6)" ; 

!)» y =- — 

^'x — l/x 

10» y = |7x -4- 1/ \ — x; 

* s 5 _ ? 

1 r y - X (I — x). 
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49^9 foHCtioètê 90ffmfiih»niqH^9 (»l 


21. La formule cl.lx = --doiiiie la diffcrentit^le de lu, 

X ’ 

V étant une fonction quelconque de x; car d.lu— — , où 

U 

il faudra remplacer du par sa valeur en fonction de æ. 

Soit^ = rt% a étant un nombre positif quelconque. Si 
l’on prend les logarithmes des deux membres, il vient 

ly — xla, tl’ou ~^=la.dx, 

y 

et , par suite , rfy = yladx. 


Remplaçant y par sa valeur, on a donc 


d.a^ 

dy ou d.(f~a‘ladx, et ~ a‘la. 

dx 


Si a = e, on a /e == 1 et d.e' = e'rfx. 

Donc, la fonction e' est égale à sa dérivée. 

On trouvera de même d.a“ — a'iadu, u étant ^une 
fonction de x. 


Exemples : 


— 1- 


y = l(l— X*), dy: 


d(l —X*) 


2xrf.r 


I — X* 


2” y t(x V^a* -4- X*), dy = 


d.fx -4- l/a* -4- X*) 


dx 


xrfx 


l/g* 

l/â*' 


X -4- l/a* -4- X* 

dx 


l/a* 


-4- X^ 


1/=:/ “) ~ 
X 
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On écrira d’abord 

y r= \ l(x — a) -H i i(6 — x) — Ix, 


d’où 

dy==i 


(fSc 


i 


dx 


dx 


^ab — (a -+- b)x 


X — O b — X X *ix{x — aj (6 — a:) 
4® y = a~®, dy — à~^lad.{— x) — — oT^ladx', 
S° y — O*’, dy == ixa’^' ladx; 

(i« y = a , dy — a lad.V i — aî® 

Zx'^dx 
21/ 1 — ®® 


dx) 


a la 


7® ÿ = tt», M et V étant deux fonctions de x; y est une 
fonction composée qui donne d’abord 

du dv 

donc dy = vu^ ~ * du -t- u'^ l.u dv, 

8® y=z(lx)^*, on fera u — (x et v = x^, 
donc dy = * dx l(lx) (^a;)®*2x dx. 


Exercices : 


1® y = a® ’ 

2 ® y = é'l(x -\-é~y. 


5® y = V/t(e*-e-*): 


fi® ÿ = 


e — e 


X X 

c c 


O' y — x‘ 
4» y — x~ 


.* . 


7» j/ = 


are 




(1 -H a:^ 

tHffèrmMintion éet foneliont c<r^Mta<**e*. 

22. Soit U une fonction quelconque de x, on aura (n® 19) 

d. sin U = cos udu. 

Pour avoir la dérivée de cos » nous ferons ^ 
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Pt, par suite, cos it — sin z, ce qui nous donnera 


(I. cos U == il. sin Z = cos zdz = sin«d. — nj, 

donc d. cos « == — sin u du. 

Soit y — tang «; on aura 

sin U cos ud. sin « — sin ud. cos u. 


dy d. 


cos « cos* M 

(cos*M sin* »<)(/«« 


ou 


cos* H 


(ly = d. tang U — 


du 


cos* « 


On trouvera de la même manière 


d. cotg U — 


du 


Les formules 

sëc U : 

donnent 


1 

cos n 


coscc M : 


sin U 


d. SCC M 


sin U du 


d. coscc U = — 


COS K du 


cos* U sin* U 

Soit y l’arc dont le sinus est u, et qu’on représente par la 
notation arc sin u ; on aura 

ÿ = arcsinu, d’oùsiny = ic 

En différentiant, il vient 

, du du 

cos ydy — du, d’ou dy = = — • 

cosy 

Si l’on avait y =arc cosm, d’où cos y — n, on obtien- 
drait 


dy 


du 
sin y 


du 

V I — «* 
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Pour y = arc tang h, ou tang y ^ n, ou a 

<iy 


— — = du; 


mais 


donc 


f os* y — 


cos* y 


I 


I 


I -f- Uiiig* y 1 -t- M* ’ 
, (lu 

dy = r- 


i ■+■ !(* 

I 

Pour y = arc cot u, on trouve de la même manière 
, du 

^ ~ 1 - 4 - «* 

Exemples : 


f 

on fera 


y — arc sin 


1 -4- ac* 


X . , du 

= M, V = arc sin u , dy = 

Vi + x^ yï-u'i 


du 


1/ 1 -4- oc* da: — xd. |/ 1 - 4 - a:* 


dx 


t - 4 - X* 


( I - 4 - X*) - 4 - X* 


et, par suite, 

2 " 

soit 


dy = 

y — arc tang 


dx 

I -+- X* ’ 

X 


|/t — X* 


V I — X* 
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on aura 


il y. 


du 


V\ — x^- dx ■+ - 




I -f- «■* 


> du — 


y \~x^- 


l—x^ 

dx 


donc 


(I — x2) V/,1 - X'* 


dx 


3- y^ 


1 


I + a t«ng X 
adx 


dy 


ad. limg X 


(1 -r- a tang x) * 
adx 


cos* X ( I -4- O tang x)* (cos x + a sin x)* ’ 

4» y = arc tang (a tang i x); soit a tang { x = u, 
on aura 

du adx 

y = arc. tang u, dy = > du = , 

® ^ i + M* 2 cos* i X 

et, par suite, 


dy — - 


adx 


adx 


2 cos* i X ( I -I- o* (ang* i x) 2 cos* x -t- 2 a* sin* { x 
adx adx 

1 -4- cos X -t- «* (1 — cos x) 1-4- «* -4- (t — n*) cos X 

Exercices : 


t“ y =sin 
2“ y = / 


ox 


V i — a*x* 
sin X 


■> y —I arc cos — zl 

Vi 


X 


6“ y = arc tang 


«ng\/- 


cosx 

C08 X 


3»y = x‘“"«“; 


1 — sin X 


7° y = e“ sin 6x ; 
8°y= e*’~“cos6x; 


4" y :rr=arcsin \/ ; . , ■ aHane 

V 1 -4-sinx 9"y= e 


1 -4- at’ 
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CHAPITRE V. 

Différentiation des fonctions implicites. — Dérivées et dif- 
férentielles DES DIVERS ORDRES DES FONCTIONS EXPLICITES 
d'une SEULE VARIABLE. — DIFFÉRENTIELLES DES. DIVERS ORDRES 
DES FONCTIONS IMPLICITES. — CHANGEMENT DE LA VARIABLE 
INDÉPENDANTE. 


MHfférettUmUopt ife* foneliatu 


23. Supposons que y soit déterminé en fonction de x 
par line équation non résolue 

• f{x,y)=o, 

et proposons-nous de trouver la dérivée ou la différen- 
tielle dy sans résoudre cette équation. 

Considérons d’abord l’équation plus générale 

u=f{z,v), . 

Z et V étant des fonctions quelconques de x; on aura (n" Hi) 

du = — dz dv. 
dz dv 


Si l’on fait maintenant z ~ x et v — y, c’est-à-dire à la 
fonction de x qu’on obtiendrait en résolvant l’équation 
proposée, u sera nul identiquement quel que soitx; il en 
sera donc de même de sa différentielle, et l’on aura 
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ÛL 

(Ix (ly fix 

d’où l’on tire 

•IL 

d\j dx 

dx df 

dy 


Exemples : 


•" jS -4- yS _ Zaxy — o; on en tire 

-L^Zx^~ Zay, _ 3ox, 

donc (3x* — 5ay)dx -t- ( 3y* — 3ox) dy = o, 

dy X* — ay 

dx »y* — ax ’ 

2” sin (a; -4- y) = x — y 


donne cos (x + y) {dx ■+■ dy) = dx — dy, 

dy i — cos ( X -4- y J 
dx 1-4- cos {x y) 

3” x»= o; prenant les logarithmes des deux membres, il 
vient ylx = la; d’où 


y 

— dx dylx = 0 , 

X 




«eMfcr 

24. La dérivée f{x) d’une fonction y = f{x) étant elle- 
même une fonction de x, on peut en prendre la dérivée, 
et l’on obtient ainsi la dérivée seconde de la fonction pro- 
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posét* qu’üii (Jésigno par y" ou /“'(x). Ku prenant la dé- 
rivée de la dérivée seconde, on a la dérivée troisième qu’on 
désigne par y"' ou /"'(x), et ainsi de suite. 

Aux dérivées des divers ordres correspondent des dif- 
férentielles successives qu'on peut exprimer au moyen de 
ces dérivées. 

En effet, si dans la différentiation des dérivées succes- 
sives on prend toujours la même différentielle de x, ce 
qui revient à supposer dx constant, on aura 


dy ^ y'dx , dy' — y"dx , dy" y'"d.r, 

Or, si l’on désigne par d.dy ou la différentielle de 
dy, ou la différentielle seconde de y, par la différen- 
tielle de d*y ou la différentielle troisième de y, et ainsi de 
suite, l’équation dy y'dx étant différentiée, donnera 
(fiy= dy'dx — y'dx}. De cette dernière, on déduit en- 
suite d^y — dy"dx = y”'dx^, etc. 

On a donc pour les différentielles successives de y, 


dy = y'dx, dhj = y"dx^, d'^y = y'"dx^, 
desquelles on déduit 


(]y_ .. 

dx ’ dx^ ^ ’ dx^ 


ete. 


pour l’expression des dérivées au moyen des différentielles. 


Exemples : 

1° y = X'", donne 

du d'^ii 

DIX’"-', — 

iix ilx^ 

d"u 

-Jp •=rr DI {m — I) {iD — H -t- 
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Quant] wi est entier, on a pour n~m 

(l"’y 

-p^==: m (m — 1) {ni — 2) o .2 . 1. 

IjCs dérivées des ordres supérieurs à wi sont nidies; 

2" Pour y = Ix, on a 

1 d*y t f/^y 2 d"y ^ 1.2 n — 1_ 

X rfj:* a:* dx^ x'^ dx" ~ x" 


S” y = a*, donne 

— = n fa, — : 
dx ilx‘^ 






Exercices : 


Déterminer les dérivées d’ordre quelconque des fonc- 
tions : 

X 


1 " y = (a H- hx)"' ; 

i -i - X 

20 

O" y~sin^x; 




5" y = 


ax 


{x — o)(x— h)' 


«» y = log — 

X — h 


25. On facilite souvent la recherche des dérivées d’ordre 
supérieur au moyen de la proposition suivante : 

Soit y = uv, M et 0 étant des fonctions de x; en pre- 
nant les dérivées successives, on trouve 
dy dv du 

dx dx dx 


dhi ^ du dv d*u 
ilx^ rfx* dx dx ~dx* 


dhj dH du dhi _ d'^u dv d^u 

dx'^ </x^ ^ dx dx- ~ f/x* dx dx^ 
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On remarque que les coellicients des düTérents termes 
sont ceux de la puissance de même ordre d’un binôme , 
et il est facile de démontrer que, si la loi observée dans 
les formules précédentes a lieu pour la dérivée d’ordre n, 
elle a encore lieu pour celle d’ordre n h- i, on peut donc 
écrire la formule générale 


d"uv 

üx” 


d"v 
” d^ 


d’üù 


du d' 


dx dx"-' 


V ^n(n — i) d^u d"~^v 


y = 

dx 


: X (I 

= 1 , 


I . 2 dx* dx’~' 
Exemple : 

h x)"; on fera = x, 
d*u 
d^ 


d"u 

dx" 


O, et X = (t -r- x)" 


et l’on aura 


d'’)j d" (1 -V- 
dx" ^ dx" 


X)" 


d" - ‘ (1 -t- sj” 


dx (L -t- f). 




V. 


dx"-' 

= »j (m — I ) . . . (»i — n -t- 1) X (I x)“— 

-I- »n (m — t) . . . (m - îj 2) «(!-»- x)--*- ‘ 

= ni (m — t ) . . . (m — n -i- 2) [n + t ) x] (t + x)"-". 

26. Si l’on convient de considérer la différentielle rfx 
comme une quantité infiniment petite du premier ordre , 
une quantité a, qui dépend de dx, sera une quantité infi- 
niment petite du même ordre, si le rapport a une limite 

finie lorsqu’on y fait dx == o; en désignant cette limite 
par L, on pourra représenter ce rapport par L -t- e, e étant 
un infiniment petit, puisque sa limite est zéro. On aura 
donc pour la formule générale, des infiniment petits du 
premier ordre 


.Si le npport était lui-même un infiniment petit du 


I 
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premier ordre el égal à rfx(L -f- e), {i sérail un infiniment 
petit du second ordre dont la forme générale est, par con- 
séquent, 

f/.r»(L + f). 

ün a de même 

rfj-s(L + e) 

pour l’expression de la forme d’un inliniment petit du 
troisième ordre, et ainsi de suite. 

Il suit de ce qui précède que l’accroissemenl Ay d’une 
fonction correspondant à l’accroissement dx de la variable, 
ainsi que la différentielle dy, sont des infiniment petits 
du premier ordre; car on a 

sy — dx[f (x) -i- e] cl dy f'(x)dx, 

i étant une quantité infiniment petite, puisqu’elle s’éva- 
nouit avec dx. De même, les différentielles successives 

= f (x) dx*, d^y = f" (x) dx ^, .... 

sont respectivement des infiniment petits du second et 
du troisième ordre, et ainsi de suite. 


nétriwet n»ecn»i<ee» <fe« foneUottê 


27. Pour trouver les dérivées successives de la fonction 
implicite y, déterminée par l’équation f{x, y) = o, on dé- 
rive une première fois, et il vient 


( 1 ) 


« = O. 

dx dy ^ 


Cette équation donne la dérivée y' en fonction de x et 
de y; pour en avoir la valeur en fonction de x seulement , 
il faudra d’abord éliminer y entre les deux équations pré- 
cédentes , et résoudre ensuite l’équation qu’on obtiendra 
par rapport à y'. 
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Si l’on remplaçait dans l’équation (1), que nous repré- 
senterons par <p(x, y, y') — o, y et y' par leur valeur en 
fonction de x, 1e premier membre serait nul identique- 
ment; sa dérivée, en y regardant y et y' comme des fonc- 
tions de X, est donc aussi nulle, et l’on a , par conséquent , 


ou 


df df du df du' 

— -••• — - - - • — ' ■ 

dx dy dx dy’ dx 


, , du dv dv 

(”2) -r y j-, y" =o; 

dx dy dy 


d’où l’on tirera la valeur de y" en fonction de x et de y , 
ou en fonction de x seulement, si l’on élimine y et y' au 
moyen des équations (1) et f[x,y)= o. Représentant 
l’équation (2) par xp{x,y, y', y") = o et dérivant de nou- 
veau, on aura une équation qui donnera y"', et ainsi de 
suite. 


Exemple : 


Soit xy — a* — O, on aura successivement 
y + xy’ = O, 2iy' xy" = o, 5y" -t- xy'" =u. . . . 
d’où l’on tire 




2 // 


y = 


X 



ou bien, en y substituant — à la place de 


7 »’ 



2.3a* 


Vhang0tnem lie la variable liulé/ieMdaMie. 

A' 

28. Dans le calcul des différentielles successives de y, 
nous avons regardé la différentielle dx de la variable indé- 
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|K‘iulantc T, cuninip iinu quantité constante. Si, au lieu 
(le X, on voulait prendre pour variable indépendante une 
nouvelle variable t, telle que l’on ait x = <p (t), on pourrait, 
en substituant cette valeur de x dans l’équation y — f[x\ 
obtenir d’abord y en fonction de t et calculer ensuite, 
d’après les règles précédentes , ses dérivées successives 

dy d*y 

Ht’ Ht*’ 

Mais on peut éviter cette substitution en regardant y 
comme une fonction de fonction et x comme une fonction 
de t; on trouvera ainsi, par des différentiations successives, 

dy == f {x) dx, d^y — f"(x) dx* -h f'{x)(Px , 

(Py = f"'{x) dx^ -t- 5/ '' {x) dxd*x /■' (x) d^x , 

('■quations dans lesquelles il faudra faire 

dx = (<) dl , d*x = v" (I) dp, d^x = /" (() dP . . . . 

lin divisant les deux membres des équations précédentes 
par dl, dp... respectivement, on aura |K)ur les dérivées 
de y par rapport à t, 

^=f'(x)^’{t), ^ = /"(x) /(()*-(- /■' (^) /'(«)• 

ou, ce qui revient au même, 

dy dy dx dPy dPy dx'* dy tPx 

dt dx dl dp dx* dP dx dP 

d^y d^y (/x* _ d‘*y dx d*x dy d^x 

dp dx^ dp dx* dt dP dx dP 
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29. Si l’on voulait avoir les dérivées successives de y 
par rapport à x, en fonction de 

etc 

dt dfl 

il suffirait de résoudre les équations précédentes par rap- 
port à 

^ 

dx dx"^ 


Mais on arrive plus directement au même but en obser- 
vant que l’équation 


donne 


On a de même 


dy dy dx 

dt dx dt 

dy , dt 

dx dx 

dt 

d*y dy' dt 

dx* dx dx 

dt 


ou , en substituant pour y' sa valeur précédente , 

dx (Py dy d*x 

(Pu ,, dt dt* dt dt* 

dx* ^ 


Digitized by Google 



CIIAPIIRK V. 


Al 


on trouvera ensuite ' 

dy” dx Idx d^y dy d^x^ _ d*x Idx d*y rf*j \ 

_~df _JTl\di dl dl^j ~ '^~JÂ\dt dt* d l dt^l 

rfx® dx dx 

'(ÎT "dl^ 

et ainsi de suite. 

50. Si la relation qui existe entre x et y était déter- 
minée par les deux équations 

y==J/(0, x = y(t), 

l’élimination de la troisième variable t donnerait 

.y ==/W- 

d’où l’on pourrait déduire les dérivées 

^ 

dx dx* 

Mais on peut se dispenser de faire cette élimination qui , 
d’ailleurs, est souvent impossible; il suffit, en effet, de 
tirer des deux équations précédentes, les^aleu^s des dé- 
rivées 

dy cPy dx d*x 

n' lîfl ’ dt' m* 

et de les substituer dans les équations précédentes; l’on 
aura ainsi les dérivées de y par rapport à x en fonction 
'de la variable t. 
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CHAPITRE VI. 

APPLICATIONS ANALYTIQUES DU CALCUL OIFFÉIIENTIEL. 

Rapport des accroissements de deux fonctions d’une même va- 
riable. — Vraies valeurs des fonctions qui, pour des valeurs 

PARTICULIÈRES de LA VARIABLE, SE PRÉSENTENT SOUS l’uNE DES 
FORMES INDÉTERMINÉES ° O*- 


ife# aceÊ*oiëM9»Èê0»êiê «ie d^ttæ foMtioHê d*utè» 

51. Soit z = /"(æ) une l'onction de x toujours croissante 
ou décroissante entre les limites x et x -i- Ax de la va- 
riable. A l’accroissement Ax attribué à x, correspondra 
un accroissement de z donné par la t’ormule 

(I) A2 = /’(x ix) -/"(x). 


Soit ip(z) une fonction quelconque de z dont la dérivée f { z ) 
reste finie et continue entre les limites c et z -i- Az, on 
aura (n° 9) 


( 2 ) 


àz ) — f { z ) 

HZ 


'(z H- O'Az), 


0' étant un nombre compris en O et 1. 

Cela posé, substituons dans la fonction <p(z), à la place de z 
sa valeur /"(x) et désignons par F(x) la fonction de x qu’on 
obtient; on aura ainsi 


(5) f(i) == F{x), et par suite f(z az) — F (x Ax). 
Prenons les dérivées des deux membres de la première de 


I 
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ces deux équations, en regardant cp(z) comme une fonction 
de fonction, nous aurons 


v'(z)f'{x)=--.V'(x), d’où = 

t F) 


Mais puisque z est, par hypothèse, une fonction de x con- 
stamment croissante ou décroissante entre les limites x 
et X -f- Ax, à un accroissement G'Az de z, compris entre 
O et Az, correspondra un accroissement de x compris entre 
O et Ax; en le désignant par 6Ax, G étant un nombre com- 
pris entre o et 1, on aura 


(4) 


f'(z -+- 0 


F(x-iOix) 

/"(x-i-9ix) 


Éliminant enfin z de l’équation (2), au moyen des équa- 
tions (1), (3) et (4), on aura la formule remarquable 


F(x -+- ax) — F(x) F'(x -+- flix) 
f{x àX) f{x) f'{x ÔAX) 


Mais il faut remarquer que la continuité de la fonction <f'{z) 
entre les limites z et z-hAz exige que les dérivées F'(x) 
et f'{x) restent continues, et, en outre, que la seconde ne 
devienne pas nulle entre les limites x et x -i- Ax; ce qu’on 
peut toujours supposer en prenant Ax assez petit. 

32. Soit a une valeur particulière de x pour laquelle 
on ait à la fois F(a) = o, f{a) = o, et faisons, pour abré- 
ger, Ax== A, OAx — II, Il étant par conséquent moindre 
que h ; l’équation (o) deviendra 

F(a -H h) __ r(a h') 

7(0 -4- h) f\a h’) 

Si l’on avait en outre F'(o) = o, f\a] — o, les dérivées 
F"(x), f'[x) restant finies et continues, sans que la se- 
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conde s’évanouisse dans l’intervalle de x à jc -i- Ax, on 
aurait de la même manière 

P(a h’) F"(« - 4 - /(") 

r{a + h') ~ f"{a + h”) 
h" étant plus petit que h', et par suite 

F(a -I- h) _ F"(o + h") 

f[a - 4 - h) f"[a - 4 - h") 

Il résulte de ce qui précède qu’on aura, eu général, 

F(a - 4 - h) F'’(« -4- 6h) 
f[a -h h j f"{a '^h) 

si les n — 1 premières dérivées des fonctions F(x), f\x) 
sont nulles pour x = a, et si les dérivées successives jus- 
qu’à celles d’ordre n des fonctions F(x), f{x) satisfont aux 
mêmes conditions de continuité que F'(x) et f'{x). 

Soit en particulier f{x) — (x — a)', les n premières dé- 
rivées s’évanouiront pour x = a; celle d’ordre n sera 

...n, 

et l’on aura 

h" 

(7) F(a -4- h) = F"(a -4- dh). 

' 1.2.5 . . . n 

qui se réduit à 

(8) F(/4)=— 4^^ F"(6A), 

i .'2 .n . . . n 

lorsque a = o. 

foncti0Ê%ê gtfl ^ powt* wmietëfg pmÉ*t4et>- 
Hl0 Icf ëwitMéff ë0 $Hr^éê0ni0n9 ë0t$ë h» fat*tÊ*0 q* 


33. Pour trouver la limite vers laquelle tend l’expres- 
sion lorsque x converge vers ime valeur n pour la- 
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quelle ou a 

F(a) = o, f[a)=o, 

uous ferons a: == a -+- /«, h étant une quantité qu’on fera 
converger vers zéro, et nous aurons ( n® 32, fortn. 6) 


F(a h) F'(a -i- 6h) 


d’où l’on voit que 


lini 




F>) 

/■'(^) ’ 


lorsque x tend vers a. Si donc F'(a), f{a) ne sont ni nulles 
ni infinies, la limite cherchée sera Mais, si l’on avait 

F'(a)== O, f'{a) = o, 


on passerait aux dérivées secondes, et l’on aurait de la 
même manière pour x = a 


liin 


F'(x) 

f\^) 


lim 


ri^)‘ 


Et, en général, si F*(x), f{x) sont les dérivées qui, les 
premières , ne s’annulent pas à la fois pour x == a , on aura 

F(a h) F" (a 6h) 

f(a H- h) f" {a e/l) 

et, par suite, 

• F(x) F®(«) 
lira -r = • 

f{^) f («) 


Si l’on avait F"(a) == o, la limite cherchée serait nulle, et 
si f'{a) = O, cette limite serait infinie 
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Applicatloiis : 

1 “ ^,7 preiid la lorme ^ pour x == a ; on a donc 

.. X™ — (("' mx'"~' m 

liin — lim 

x" — a" ht" n 


1 . 0 

2" - devient - pour x = o: on a donc 

sin X O ‘ 


1 — e’ — e‘ 

lim — = lim 

sin X cos .T 


1; 


3° Pour X = - on a 

ib 


■1 — sin X cos X 

lira = — lira — =o; 

cos X sin X 


4° Pour x = O, on a 


2x 


: lira 


lira : = lira 

X — sin X 1 — cos X sin x 

3” Pour avoir la limite de 

e’ — e ~‘ — 2x 
X — sin X 


quand x tend vers zéro, il faut passer aux dérivées troi- 
sièmes, et l’on trouve 


e' — — 2x 
X — sin X 


I” 

2“ 


— 2 e* — e~' 

lira- = lira == lira == 9 

■I — cos X sin X cos X 


Exercices : 




X 


, pour X 


arc tang x 
logx 

, pour X = \ \ 

\ — X 


= 0; 

f 
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^ - 4 - 3 ;2 lüg X 

3 “ — ) 1 ) 0111 ’ J’ = I ; 

(r-l)s ' 

x" 

— 4 ° > pour X = a; 

log X — log a 

.. tang (a -4- .r) — tniig (« — x) 

5 » , pourx — o; 

arc lang (o -i- x) — arc laiig (a — x) 


6 “ 


f{ x) — f (g) ^ 
(x — a) ’ 


pour X = o, 


en supposant que toutes les dérivées de la l’onction cp(x) 
inférieures à celles d’ordre n s’évanouissent pour x — a. 


Wrmiem det eæprmêêUH%9 de 9m fe»*nte 


34. Soient f{x), F(x) deux fonctions qui deviennent in- 

1 t 

finies pour x—a, les quantités -, - s’évanouiront 

I (or) h (j;) 

nécessairement pour la même valeur de x. Remplaçant 

1 


donc par l’expression identique qui devient 

F(x) 

pour X = a, et appliquant la règle précédente , on aura 


0 

O 


i 

i. /M 

Iim V = l*ni — . - = lim 
f{x) 

F(x) 


r(x) 

fw* _ ,• f (-^1* r(*' 

F'(x]’ """ f{x)^F’[x)' 
F(x)* 


F(x) 

Supposons d’abord que tende vers une limite A diffé- 
rente de zéro, l’équation précédente deviendra 


A “A* lim 


m 

F'(x)’ 
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»*t puisque A n’ost pas nul, on en tirera 

F'(x) 


A == lim 


r(x) 


F(x) 


Donc, quand la limite du rapport qui se présente sous- 

la forme ^ n’est pas nulle , elle a la même valeur que la 
F'(x) 

limite du rapport-^, , des dérivées. 

/ (^) 

F(x) 

Si la limite de-^r) - était nulle, celle de 

H^) 

/■(^) ~ /(^) 

serait égale à l’unité , et comme les deux termes de cette 
dernière expression deviennent infinis pour x = a, on 
pourra lui appliquer la règle qu’on vient de démontrer, et 
l’on aura , 

+ , , F'(x) + /-'(x) ,„F'(x) ^ 

hm — ou 1 = lim — = hm -4- \ . 

f{^) f(x) f[x) 


Donc lim 


F’(x) 


, =0, d’où l’on voit que dans ce cas on 

/ F(x) F7x) 

obtient encore la limite de -^en cherchant celle de 

F(x) , Rx) I 

Enfin, SI lim -7^ était infinie, on aurait lim i^=o, et, 
/(x) *'Wr(x) 

par suite, comme on vient de le démontrer, lim 
F'(x) 

donc lim r est aussi infinie. 

On peut donc conclure de ce qui précède que l’on a dans 
tous les cas. 


lim 


F(x) 


lim 


F'(x) 


M ■ f(^) 

On a donc la même règle pour les expressions de la 
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Corme ^ que pour celles qui se rC-duisent à 


■H) 


y l» 


il 

eof^x ’ 


Applications i 

pour JT = o; on a 


n- 


t 


lim lini 

rolg X 


X sin *j- 

— == lim 

1 X 


sin *or 


aura 


Cette dernière limite se présentant sous la forme-, on 

O 

s 


lim ' 


cofg X 


■ == lim 


2 sin X cos x 


t 


— o; 


Ix 


yC 2" —, pour 3T = 00 ; on a 


i 


X 

Iim — ==lim — =0; 

X \ 




ox* 


(Jx 


lim — = lim = lim — = lim — = o, 

e’ e' P» 


t” 


>2“ 


Exercices : 

log (1 — X) 



•«"R Y 

u‘ 

— , pour X = X ; 

^ni 
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I 

e** 


(colg a-)"' 


pour X =: O ; 


llx^ — (IX* — (i*x a®) 

4“ -î , pour X = «. 

. /(x® — (I®) 

Ê,itnU 9 <(« ejc|ifM«ion« <l« in fwme 0 x oc , , oc 0°. 


3S. Soit f{a) =0 et F(a) = x . Pour trouver la limite 
de /■(x) F(x) pour x = a, on remplacera ce produit par 
l’une des deux expressions identiques, 

Ax) F(.r) 

1 ’ t ’ 

m 

dont la première devient ? et la seconde ^ pour x = a, et 
on déterminera les limites d’après les règles précédentes. 
On aura ainsi 

r(x\ Fïx^ 

lim f{x)V{x) = — lim (Fx)* — — == — lim f{xf — — • 

V (x) / (x) 


Applications : 

- 1" xlx, pour x== 0, donne 

I 

Ix X 

lim xlx = lim — = lim — ; — = 

1 1 

X X* 

^ 2" f— */x pour X = X donne 


— lim r = 0 ; 


/:P 

lim e~^lx = lim — = lim 
e' 
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Exercices : 


I" (1 —t) fang pour x== I. 


2“ col X arc tang 


: , pour X = O. 


1 — X'-* 

36. Pour déterminer la limite d’une expression de la 
rorme F(x/'*>, les fonctions F(x), f(x) devenant nulles ou 
infinies, il suflît d’en prendre le logaritlime qui est 

/•(x)/F(x) 

et l’on rentre ainsi dans le cas précédent. Quand on aura -f 
déterminé, par les régies précédentes, la limite L de ce 
produit, on aura pour celle de l’expression F(x/‘*’- 

Applications : 

I 

I" (I + fl.r)* devient , pour X = O. Son logarithme 
<( I ttx) 

X ’ rapport des dérivées, on a 


r I ' 


donc lim (1 h- axf = 

2" (/x)*, pour X = o; on a 


/(/x)*=x/(/.r)=^; 


X 

prenant le rapport des dérivées, il vient 
1 

xlx X \ 

lim J — lim — j— = — lini limy = — limx = o, 
X 7 

donc, lim (/x)* = I; 
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3" x^|)oiirx=o; /x* == x/x dont la limite est nulle, 
donc, liin 



2 “ 


4“ 


Exercices ; 

I 

, X * pour X = ac ; 


x'~* j)our X = 1; 
(2l-j.*)'«-*)po.irx= I; 




37. Il arrive quelquefois que les rapports des dérivées 
successives des fondions F(x), f{x) se présentent tous soùs 
la forme ^pour x = a; alors les règles précédentes, au 


F(i) 

lieu de simplifier la recherche de la limite de con- 
duisent, au contraire, à des expressions de plus en plus 
compliquées. C’est ce qui arrive, .par exemple, pour la 
fraction 


y' X — |/«H-l/x — « 
V/x* — 


dont les deux termes deviennent nuis, tandis que les dé- 
rivées successives des mêmes termes sont toutes infinies 
pour X = a. On fera alors x = a -i- /j, et l’expression pro- 
posée deviendra 

V' U -*■ il — l/ a V'Tt 

"lah -4- /i* 

OU en réduisant 

II 

V -f- h 
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Pour h = O, l’expression i se réduit à la 

.... 1 * 
limite finie ; donc la traction jiroposée a pour li- 


mite 

2 l/a 


CH.\PITRK VII. * 

NoTION.S .si R I.K.S SKHIKS. — RÈGLES DE CO.XVËHCENCE. 


38. On appelle série, une suite de termes positifs ou 
négatifs, 

«0> i/|, «î, • • • M 

dont le nombre est infini et qui sont formés d’après une 
loi déterminée. 

Le terme u„, exprimé en fonction de l’indice n est le 
ferme général de la série; en y faisant successivement 
n— 0, 1, 2, 3. . . ., on reproduit tous les termes uq, mi . . . 
Soit 

Sn = Uq -4- U^ "4- Uj “I- Un — I 

la somme des n premiers termes, et supposons que pour 
des valeurs de plus en plus grandes de n, Sn converge vers 
une limite finie et déterminée S; dans ce cas la série est 
<Iite convergente , et la limite S en est la somme. Si, au 
contraire, S„ n’a pas de limite fixe, la série est divergente 
et n’a pas de somme. 

Soit, par exemple, la progression géométriipie 
a , or, ar'^, or''. . . . or" 
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dont le tenue général est ar” . La somme des n premiers 
termes, est 

, J - . 1 — « <»■" 

!?>„==« (1 -1- r -4- r*-t- « = 

t — r I — r 1 — r 

Quand r est <l,le terme — va en décroissant à ine- 

1 — r ^ 

sure que n croit, et6’„ converge vers la limite finie ^ ; 

mais si la valeur numérique de r est plus grande que 
l’unité ou égale à l’unité, la somme Sn croît indéfiniment 
et n’a pas de limite. Donc, dans ce cas, la série est diver- 
gente. 

59. La comparaison d’une série à une progression géo- 
métrique conduit à quelques règles de convergence que 
nous allons démontrer. 

Théorème l. — La série 


Wû> W), Wj J 

dont tous les termes sont positifs, sera convergente, si, 
à partir d’un certain terme Un, les rapports 


**«4-1 “n-t-3 


de deux termes consécutifs sont tous plus petits qu’une 
quantité a. moindre que l’unité. 

Soit, en effet, 

"n+-. ^ 

<«) <>*) 


^n-4-l 




t/n 

on aura ' 

<K„ <«„+! »n+3 <“n+ï « ' 

et à fortiori 
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Il suit (le là que tous les termes de la série, à partir de it„, 
diminuent ))lus rapidement que ceux de la progression 

W, a, 

dont la raison a est plus petite que l’unité, et la somme 
égale à donc la somme S d(! la série proposée est 

. • ■* y 

comprise entre Sn et Sn la série est donc conver- 

1 iX 

gente, et l’erreur commise en s’arrêtant au terme de rang 

n est moindre que . . 

I — ■* 

Si, au conlraire, a partir du terme «« les rapports , 
* sont tous plus grands qu’un nombre « supérieur à 

Un I 

l’unité, la série sera divergente; câr, des inégalités 


>»> 


Si-f-5 




' n-4-5 , 





•n-+-| 


H-f-â 


on conclut 

«„+, >»„«> «,.+î > M„ «„+3 >«„“’• 


Les termes de la série m«, «n+i, «n+s croissent 

donc plus rapidement que ceux de la progression crois- 
sante 

M„, M„a, «„a* 


donc la série proposée est divergepte. 
40. Théorème IL — La série 


«0> «!).«*• 


est convergente, si, à partir d’un terme n„, les quantités 


■ , »+i -+» 


H+î > 
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sont toutes plus petites qu’une quantité a, moindre que 
l’unité. Car, des inégalités 

" _____ *♦ 

^ <■*, n-t-a 

on conclut 

Donc les termes u„, u„^t décroissant plus rapide- 
ment que ceux de la progression convergente 

a” 

dont la somme est q — la série proposée est donc aussi 
convergente et sa somme est comprise entre Sn et 

*Sm -h 7- 

4 — a 

« M-f-l 

Si les quantités \/^, V «.+, • • • • sont toutes plus 
grandes qu’une quantité « > 1 , on aura 



Les termes un, îOi+i .... croissent donc plus rapidement 
que ceux d’une progression divergente; par conséquent 
la série est aussi divergente. 

41. Théorème Ul. — Une série est convergente lorsque 
les termes à partir de Un sont alternativement positifs et 
négatifs, et vont indéfiniment en décroissant à mesure , 
que n augmente. 

Supposons 

”n ~ } ^n+\ ~ •’n-f-f ’ ~ •’n+ï . • . 


'’n > . ’^n+l : 


■'n-t-S ' 


étant des quantités positives qui vont en décroissant, on 
aura 




+ •• • 






= »’, — ( «n-H - ^+3 ) — .("..-r-3 — »’n+4 ) • ‘ ’ 
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Mais puisque , par hypothèse, v„ > t ’„+ 1 > UnH-i les 

différences successives v„ — + 1 , — v„^î. . . . , sont 

toutes positives , donc la somme u„ -hu„+i-+- m„+î + 

est une quantité positive plus petite que v„, et la somme S 
de la série proposée est comprise entre S« et S« + l’n. La 
convergence est donc établie. 

42. Théorème IV. — Si les termes «o , W| , . . . • «n vont 

constamment en décroissant à partir du premier , les deux 
.séries 

Uq, M|, Mj, Mj 

«0> VU 3 , 8uj 

seront en même temps convergentes et en même temps 
divergentes. En effet, la somme des termes de la première 
série peut s’écrire de la manière suivante : 

Uq-»- («i-t-Wj) -4- -4- (Uj-t-Ug -i-7tg + .... -+-«,4) 

(«is -^«m) 

Mais-puisque les termes uq, m,, m, vont continuelle- 

ment en décroissant , on a 

■+■ Mj U5 -+- M4 -4- Mg -4- Mg 4 Mj, 

U J -4- Ug ~4- -4- 'W|4 ^ 

et, par suite, 

Wq -4- U, -4- «j - 4- <"0 8W7 -4- 

Les termes de la première série peuvent encore se grouper 
ainsi : 

"0 -4- («i + <<3) («4 -4- «S -4- «6 -4- «7) -4- («8 -4- - + «1») - 

et, on en conclut de la même manière, que 

7/q ~4“ -4- Wj -4- .... ^ Uq t/j “4- 24/g -4- iï/y -4- 8//|g “4* .... 

ou, ce qui revient au même , 

1 i 

Uq -4- Uj H- I/J + ... > - Mg j(uq + 2Uj -4- 4//J 4 81/7 + ...) 


Digitized by Google 



38 CALCUL DIKKÉHENTIEL. 

Il résulte des inégalités précédentes que la convergence 
ou la divergence de l’une des deux séries, entraîne néces- 
sairement la convergence ou la divergence de l’autre. 

43. Appliquons les règles précédentes à quelques exem- 
ples. 

1“ La série 

J- X* 

I •+■ — ’■ — - 4 - T~~Z T ... * » 

\ 1.2 1 . 2.0 1 . 2 . 3. 4 


dans laquelle 


donne 


1 . 2 . 3 . . . w 


I ^ 

it„ Il -f- 1 


Si l’on désigne par n le plus grand entier contenu dansx- , 
on aura — — < 1 ; donc à partir du terme de rang »' , le 

H H- t 

rapport — "-Ü- et tous les suivants seront moindres que 

l’unité; ce qui assure la convergence de la série, quel que 
soit X. 

Lorsqu’on y fait x = i , on a la série 
t 1 I 

i -+• ■“ “■ -h- -4- .... . 

i 1.2 1.2.5 

dont la somme est égale au nombre e base du système des 
logarithmes népériens, et dont nous avons déjà démontré 
la convergence (n“ 18); 

2° Considérons en second lieu la série 


X 3^ 

\ H -t- H 

t 2 3 
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dans laquelle 


a = — . et 
’■ n 


_ X, 

i/„ n -t- i 


La série est donc convergente lorsqu’on a x < 1. Si l’on 

tiX 

a X > 1,1e rapport qui a pour limite x finira tou- 
jours par devenir plus grand que l’unité. Donc la série est 
divergente pour toutes les valeurs de x plus grandes que 
l’unité. 


Lorsque x = 1 , le rapport ■ 


a pour limite l’unité; 


donc à partir d’une certaine valeur de n, le rapport 

Un 

et tous les suivants seront plus grands que toute quantité 
donnée moindre que l’unité. On ne peut donc pas pro- 
noncer sur la convergence de la série 


t -4- I + 


Le théorème II conduit aux mêmes conclusions; 
5“ Les termes de la série 


X 

* 


sont alternativement positifs et négatifs et vont indétini- 
ment en décroissant lorsqu’on ax<loux = l, donc 
(théorème III), elle est convergente dans ce cas; 

4“ La série 


dans laquelle m est un nombre positif quelconque, donne 


«n-4-l ^ / « 

\n -4- 


('¥)■ 
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qui a l’unité pour limite. La première règle n’apprend donc 
rien Sur la convergence de cette série. 

Formons, d’après le théorème IV, la série 


Uq -t- 4M5 " 4 - SHj ■+■ 

qui devient, dans le cas présent. 



ou bien 

1 i 1 

\ -f- — — — - -f- — 

2*» - 1 - 1 - I 


or, cette dernière est une progression géométrique dont la 
raison est ; elle est donc convergente lorsqu’on a 

, a"'-* 

- < I , ou »j > I , et divergente si l’on a m = 1 ou m < 1 . 


On conclut de là que la série proposée est convergente , 
lorsqu’on a wt > I et divergente pour »i = 1 ou wi < I . 
La série 


1 

t H h 

-2 


1 

ï 


t 

^ (- 

4 


est donc divergente, et la somme 



II 


peut croître indéfiniment à mesure que le nombre des 
termes augmente. 
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CHAPITRE VIH. 

, SiîBiE DK Tayloii. — Limite de c’ERnErn. — Série de Maclai'rin. 


série Se Taffler. 

Considérons la fonction x™, m étant un nombre en- 
tier positif, et donnons à x l’accroissement h, on aura par 
la formule du binôme, 

(X + /()’"= x’"-E- mx’" - ' A x”‘ - 

1.2 . 



1 . 2.5 

Or, il est facile de voir que les facteurs mx"*-‘, 
m(m — l)x’"“*, m[m — 1) (m — 2) x”*~®, etc., sont les dé- 
rivées successives de x”*; donc, si l’on fait f(x) = x“, la 
formule précédente deviendra 

f{x -+- A) = /•(x) A/ '(x) -E- ^ f"{x) -4- /•'"(x) -H . . . . 

Les dérivées de l’ordre »i -4- 1 et des ordres supérieurs 
de x« étant nulles, cette série se terminera d’elle-même 
au m -+- terme. 

La même formule subsiste lorsque f(x) est une fonction 
entière quelconque , puisque chacun de ses termes se dé- 
veloppe d’après la loi précédente. Elle offre donc un moyen 
très-simple de développer les fonctions entières suivant 
les puissances ascendantes de l’accroissement A , donné à 
la variable. 
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45. Considérons encore la fonction f{x) == on aura 
1 I . 

f{x -H h) = et en développant - — la division, 

il viendra 


h* 


^ ^ 


h" 


.il • . / /l” 

Si -est moindre que l’unité, le reste — ; rr 

pour n = 00 , et l’on aura , pour le développement de 

en série convergente suivant les puissances de h , 

i 1 h /»» A® 


x"{x + h) 

s’évanouira 
i 


i 

Mais en prenant les dérivées successives de — , on trouve 


4 19 

/>)=--, nx)==—, /■»<(.) 


d’où l’on tire 

5—/». ?-rïrw.i— ï:i3r(-).... 

Substituant ces valeurs dans la série précédente, on ob- 
tient encore 

/t» 

:r(x)-e . 


f(x^.h)^f(T)^^r{x)^~j"{x) 


1 . 2 ‘ 


t .2.5' 


d’où l’on conclut que le développement de - — s’effectue 

suivant la même loi que celui des fonctions entières. 

46. Nous allons maintenant démontrer que quelle que 
soit la fonction f{x) , si f{x -i- h) est développable en série 
convergente 

(I) A -V B/» + Ch* + D/(® Eh* + . ... 
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onlonnée suivant les puissances eutièrcs cl positives de h , 
oe développement est le même identiquement que celui 
qu’on obtiendrait au moyen de la formule (a). 

Supposons , en effet, que la série (i) soit convcrçente 
et ait pour somme f(x-hh) pour toutes les valeurs de /i 
moindres que li; on aura 

(i) /{x -+-/() = A H- B/l 4 C/4* -4- D/l* -4- E/l* -4- 

En regardant les deux membres de cette équation 
comme des fonctions de h, constamment égales, tant que 
h est plus petit que h', on en conclura (n" 10, 5°) que leurs 
dérivées, par rapport à h , sont égales pour les mêmes va- 
leurs de cette variable. On aura donc 

f'{x .4- /i) = U -4- 2CA -4- :îD/i* -4- 4E/i* -4- 

Cette dernière équation donnera de la même manière, 
/'\x -4- A) = 2C + 2.3DA 5.4E/i* . 

f"'(x + h) = 2.3Ü -4- 2.3.4E/1 + 


Faisant h = o, l’équation (2) et les suivantes deviennent 

/•(x) = A. = rW=2C, /•'■'W = 2.3D 

d’où l’on tire • 

A=f{x), B = 

En substituant ces valeurs dans l’équation (2), on obtient 
la formule {n). 

On conclut de là que le seul développement possible de 
la fonction f[x + h) en série convergente suivant les puis- 
sances entières et positives de /», est donné par la for- 
mule (n), qui est celle de Taylor. 

■47. Pour reconnaître dans quel cas on peut substituer 


Digitized by Google 



04 I CALCUL ÜIPFÉRENTIEL. 


à une fonction son développement par la formule de 
Taylor, nous déterminerons le reste qu’on obtient en re- 
tranchant de la fonction f(x -+■ h) la somme des n premiers 
termes de la série (a). Si ce reste converge vers zéro à 
mesure que n augmente, la série aura pour limite /"(x+A); 
si , au contraire, ce reste croît indéfiniment avec a, la série 
n’aura pas de limite et le développement de la fonction , 
au moyen de la série de Taylor, sera impossible. Désignons 
donc ce reste par R ; nous aurons 

<3) R -/■(**/.) - flx) - */'(>■> —j^ r(») - 




Si , en considérant les deux membres de cette équation 
comme des fonctions de h, on en prend les dérivées suc- 
cessives en supposant x constant , on aura 


ilR fc** * 

— = f (X .-/<)- r(x) - hf-ix) ... - rvT^ ’ 

rt/i 1.2. ..(a — 2) 


,PR 


= r'{x h)-r(x). 


1.2...(n-3) 






<l”R 

Tir 


— f'*{x + Il ). 


Il résulte de ces équations que la fonction R et ses a — I 
premières dérivées, s’évanouissent lorsqu’on fait k = o, 
et que sa dérivée de l’ordre n est égale à f«{x -h /<); donc. 


Digitized by Google 



CHAPITHK VIII. «S 

si celle dernière esl finie el conlinue dans l’inlervalle de 
3T à x -I- /( , on pourra faire 

F(/0-R et F"(/.) = j"^ = /-"(x4./0 


dans la formule (8) du n° 32, el l’on aura 

R=— 4- -r ■ ' 

t . 2 D . . . 

ô élanl compris en Oel 1. 

.Suhsliluanl celle valeur de R dans l’équalion (5), on 
en lirera 


A* 


[h) f(x + h) = f{x) + hf’(x) -H + 

in -1 in 

-4- -1 r* 'w “ /■"(* of>)- 


Celle équalion a lieu quelle que soit la valeur positive ou 
négative de h, pourvu que les fonctions 

f'(x) /'•“‘(as) soient finies et que /""(x) reste finie et 

conlinue dans l’intervalle de x à x -e A; elle n’exige au- 
cune condition relativement aux dérivées d’un ordre supé- 
rieur au n*“*. 

y 48. Le reste R est susceptible d’étre présenté sous une 
autre forme qui peut être utile dans certains cas. Pour 
l’obtenir, nous désignerons par z une quantité indépen- 
dante de X, et nous représenterons par(p(x), l’expression 






1.2 


x)* 

-/"(X).. 


(s-x)"-' 

1 . 2 ..(« — 1 ) 


r~'(x). 


qui se réduit à f{z) pour x — z. 

■y H': '/Jf M ^ î ^ 
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Nous aurons donc 


(I) ^(x) = f{x) ^ /-'(X) 


et 


iird!. 

1) 




(2) ^(z) = f{z). 

En prenant les dérivées par rapport à x des deux 
membres de l’équation (1), on trouve 


,■(,)_ rw V n*) - *•••- ^=1^) r (>i 


(z— x)’ 


,n— I 


-i) 


-/•«(x) - /-'(x) - r'(x) - r (^) • 


, (s — a:)' 


n-9 


1.2...(n — 2) 




et en omettant les termes qui se détruisent deux à deux , 
on a simplement 


(3) 


f’{x) 


(z — x)"-‘ 
1.2 ..(m— t) 


/■"(x). 


Mais , si dans la formule 

ç.(x A) = f(x) Ay'(x H- oh), 

ou G désigne un nombre compris entre 0 et 1, on fait 
X h— z, d’où A = z — X , on a 


(4) f (z) = y{x) (z — x) y'[x e (z — x) ]. 

Observant que l’équation (3), en y changeant x en 
X-+- 6(z — x), donne 

/[x + o(z — = {n — i) 

et substituant dans l’équation (A) cette valeur ainsi que 
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celles de ^(z) et de 9 (oc), données par les équations (1) 
et (2) , on aura 


Z — X 


f[z)=f\x)^—-nx) 


(z—xf 


\ .2 

(z — X^d — 


f"{x)... 


(z — x)’ 


t) 

ou bien en faisant z — x=h, 


1 . 2 . . . (m — i ] 


/•"-'(X) 


(.) Ax * *i-flx) * ‘ r(x) w 


/,"(!_ 9)"-' 

1.2. ’7(w —Y) 


/""(x -4- ah). 


Cette formule ne diffère de (a) que par la forme du reste; 
mais il faut remarquer que la lettre 0 ne désigne pas le 
même nombre dans les deux formules. 

49. Les formules (6) et (c) donnent le moyen de déter- 
miner dans quels cas on peut développer la fonction 
f{x-\-h) en série convergente par la formule de Taylor. 
En effet, si, pour certaines valeurs de h, l’une des ex- 
pressions 


t . 2 . . . « 


r{x 


sh). 


r(i — â)— ' 
ï.2...*(;i— 1) 


/”(x -4- sh), 


que nous venons de trouver pour le reste R, converge 
vers zéro, lorsque n croît indéfiniment, la série de Taylor 
sera convergente pour ces valeurs de A, et aura pour 
somme /"(x -t- h). On peut alors substituer à cette fonction 
son développement indéfini. 

C’est ce qui arrive, par exemple, toutes les fois que /""(x) 
reste finie pour des valeurs croissantes de n, dans l’inter- 
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valle de X à ac -I- A; car, si l’on désigne par n' le plus grand 
entier contenu dans h, on pourra écrire 

h" h"' h h h 

1.2.3...» 1.2...»' «' -4- 1 »'-»- 2 » 

Mais le produit des facteurs - , tous 

plus petits que l’unité et en nombre n — n', est moindre 

donc 

r /("' / /( y*-"', 

1.2...» '' 772 . .-. n' -4- I / 

\ « — n' 

~ — I devient de plus en 

n-4-lj |^n 

plus petit et a pour limite zéro; donc, — et, par suite, 
— /■'■(x + Oh) ont la même limite, puisque /^(x-hOh) 

est fini par hypothèse, et la fonction f(x -f- A) est dévelop- 
pable en série convergente. 


Vimitma de l’ert-eor. 


50. Lorsqu’on veut substituer à une fonction f{x + h) 
son développement et qu’on s’arrête au terme 

A—‘ 


l.2..(»— 1) 
l’erreur commise est égale au reste 
A" 




1 . 2 ...» 


f''(x -4- e/»). 


Le nombre 6 étant inconnu, on doit se borner à chercher 
des limites entre lesquelles toml>e ce reste, et, pour cela , 
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on détermine la plus grande et la plus petite des valeurs 
par lesquelles passe /'"(a:) , lorsqu’on fait croître x depuis 
X jusqu’à X -f- A. En désignant ces valeurs par A et B, on a 


A> /""(x - 4 - ek) > B, 

et par suite 

AA" h" , B/i" 

t . 2 . 3 . . , « ^ 472 . 3 . . 7^1 ■ 

AA" 

Ainsi , l’erreur commise est moindre que — et 
plus grande que 7 —.-;; 

51. Quelle que soit la fonction f{x), on peut toujours 
prendre h assez petit pour que le reste 

h" 


1 . 2 ... « 


f" (x - 4 - e/t) 


soit moindre en valeur absolue que le dernier terme 


/i"-* 

1 .2... (n—l) 




auquel on arrête la série de Taylor, pourvu que la va- 
leur de X, que l’on considère, ne rende pas nulle la 
dérivée /'‘“‘(x). C’est ce qui aura lieu si, en ne considé- 
rant que les valeurs absolues, on a 


A" 


1 . 2 , 


■r{x^6h)< 


1 . 2.. .(«-!) 


r~'w. 


ou simplement 


-/■«(x - 4 . ofe) < r-\xy, 
n 

condition à laquelle on peut toujours satisfaire en prenante 


Digitized by Google 



70 


CALCUL DIFFÉRENTIEL. 


assez petit, puisque le premier membre s’évanouit pour 
h = O. On peut même remarquer que le rapport du reste 
au dernier terme 

^ r{x Bh) 

n ■ 

peut devenir aussi petit qu’on veut , puisqu’il converge vers 
zéro, à mesure que h diminue. 


Séria da MacUutrin. 


52. Si dans les formules (b) et (c) ou fait x = o, et 
qu’on remplace ensuite la lettre h par la lettre x, on ob- 
tient la formule 

{d) f{x) = f{o) -i- J f'( o) /■''(«) 


t .2 ...{m— I) 




dans laquelle R représente l’une des deux expressions 


1 . 2 ...» 


rw> 


x"{i — e)”-' 

1.2...(n — 1) 


r(9x). 


Elle suppose que les fonctions /"(a:) et ses» — 1 premières 
dérivées, ne deviennent pas infinies pour a: = o, et que 
f'^{x) reste finie et continue entre les limites o et x. 

Si l’une des deux expressions précédentes du reste R 
tend vers zéro pour des valeurs croissantes de n , la série 

Ao)-*-yr(o)-^r(o)-j:f^r(«) 

prolongée indéfiniment sera convergente et aura imur 
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limite f(x); on a donc la formule 
(e) /(x) — f{o) + jf'{o) /"(o) -+- f •• 

qui est celle de Maclaurin et qui donne le seul dévelop- 
pement possible d’une fonction en série convergente, or- 
donnée suivant les puissances entières et positives de la 
variable. 

53. Si la fonction f{x) ou l’une de scs dérivées devenait 
infinie pour x = o, son développement, suivant les puis- 
sances entières et positives de x, serait impossible. Mais 
si l’on fait dans (p) et (c) , x = a, clh — x — a, on ob- 
tient la formule 


X — a 


f(x) = /(a) H- f'(u) -t- ^^77^ /■"(«) 


(x — a) 


,n — 1 


/•"-'(a) + R , 


1.2...(n— I) 

• R désignant l’une des deux quantités 


elle donne le développement de f{x) suivant les puissances 
de X — a. La constante a doit être choisie de telle sorte, 
que la fonction f{x) et ses dérivées ne deviennent pas in- 
finies pour x — a. 

54. Lorsque le développement d’une fonction f{x) par la 
formule de Maclaurin est convergent, et que le reste de 
la série tend vers zéro pour des valeurs croissantes de n , 
ce développement indéfini pourra être substitué à la 
fonction. 
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1-X 

Mais il laut bien remarquer que la convergence seule 
de la série ne suflit pas pour affirmer qu’elle ait pour 
somme f{x)\ car il existe des fonctions qui deviennent 
nulles, ainsi que toutes leurs dérivées pour x — o; tel est, 

i 

par exemple, e Il suit de là, que si f{x) est déveloj)- 
pable en série convergente par la formule de Madaurin, 

i 

la fonction f[x) -h e donnera lieu à la même série ; mais 

qui aura pour somme f[x) et non pas f(x) -t- e **. 

La considération du reste est donc indispensable pour 
reconnaître quelle est la somme d’une série convergente; 
ainsi, tandis que le reste du développement de f(x) con- 
verge vers zéro, celui de la fonction f{x) + e ** a pour 
1 

limite e 


CHAPITRE IX. 

APPLICATIONS DE LA SERIE DE MACLAURIN. 

Formule du binôme pour un exposant quelconque. — Déve- 
loppement DES fonctions EXPONENTIELLES. — DÉVELOPPEMENT 
DE LOG (t -P x). — Développement des fonctions circulaires. 


Vormmte <f« BinAtHe |fOMc wn expotani QwelranyMe. 

55. Soit f{x) = (1 -t- x)“, m étant •un nombre quel- 
conque; on aura 

f — f"(x) = m (m— ]} (l 

(x) = Ml (mi — I). . , . (mi -n-i- - 2 ) (1 ' , 

f” (x)= lrt(lM — I) (mi — Il 4- 1) (I -I x)"*”" , 
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et, par suite, 

/■(o)= I , f'{o)=m, f'"(o)=m (m— 1 (o)=»i {ni— 1 ) {m- /t +2) , 

A"(ex)=»«(m — 1) {ni — M-+-1) (1 H-Ox)™ ", 

On a donc par la formule [d) 

, . m m{m — i) , 

(1 +xy’*=i + — x + — — — X* 

m(m — i) (»i — « + „ 

1 .2 (n — 1) 

R représentant l’une des deux expressions 

(, ^ ex)»-», 

1.2 n 

(1-0)"-' (1 H-ex)”-". 

1.2.... (M— 1) V ^ ' 

On s’assure facilement que cette série est convergente ou 
divergente suivant que x est , en valeur absolue, plus petit 
ou plus grand que l’unité; car si l’on désigne par «,1e 
terme de rang i, on aura 


X • , 


et, par suite, 

_"L 

«i-i 


m{m — 1) ... 

. . (m — î 2) 

“ 1.2 .... 

.. (1-1) 

m(m — 1) . . 

.. ( m — i -t- 1) 

1.2 ... 


m — i 1 

{ni l)x 

- — T 

=s= ~ 


— X. 


I ^ \jp , ^ 

La quantité r— ^ tend vers zéro à mesure que i croit, 

* «, 

et si l’on prend i suffisamment grand , le rapport ne 
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différera de — x que d’une quantité aussi petite qu’on 
voudra. Donc si x est compris entre — 1 et -+- 1 , ce rap- 
port finira par devenir, en valeur absolue, plus petit que 
l’unité , et la série sera convergente. Si , au contraire , x est 

U- 

en dehors de ces limites, le rapport - — ■ , deviendra , à 

partir d’une certaine valeur de t, plus grand que l’unité, 
et la série est alors divergente. 

56. On s’assure facilement que dans le cas de x < I la 
série a pour somme (1 -t- x)™ . En effet la première e.\prcs- 
sion du reste est égale au produit des deux quantités 
mx {m — l)x (»i — 2)x (m — n-^-\)x (f-+-ax)™ 

1 *Xj 5 n ’ (t + ex)" 

Pour une valeur suffisamment grande de n le dernier 
facteur 

(m — M-+- l)x (hi-*-1)x 

• ou X, 

n n 

de la première, ne différera de — x que d’une quantité 
aussi petite qu’on voudra, et sera, par conséquent, moindre 
que l’unité. A partir de cette valeur, et à mesure que n 
croîtra, cette quantité se trouvera multipliée par des fac- 
teurs tous plus petits que l’unité et tendra, par conséquent, 
vers zéro. Quant au second facteur 
(1 -t- ox)"‘ 1 

(f -4- ex)" (f -4- ex)""™ ’ 

en y faisant successivement G = 0 et 0 = 1, on voit qu’il 

1 

est compris entre i et et par suite moindre que 

l’unité, lorsque x est positif. Dans ce cas le reste R con- 

verge vers zéro à mesure que n croît et la série a pour 
limite (4 -i- x)”*. 
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Lorsque x est négatif on ne peut pas affirmer que le 
facteur qui > lorsqu’on y change a: en — 2 , de- 


vient pu® indéfiniment. Mais si l’on a 

recours à la seconde forme du reste, on verra d’abord que 
• le produit 


m(m — 1) 

Ta 


(,n— w-f-t) „ 

X 

(«-!) 


converge encore vers zéro à mesure que /i croît, et que le 
second facteur 



(1 


est toujours compris entre zéro et l’unité, puisque 
\ — G < 1 — Oz ; donc R converge vers zéro, et l’on en con- 
clut que pour toutes les valeurs de x comprises entre — 1 
et -4- 1, la série a pour limite (1 h- x )”'. 


<ie« fonction» oaepononUetlo». 


o7. Soit f(x) — a*, a étant un nombre positif quel- 
conque; on aura 

f{x)^a^la, f"{x) = a^{laf nx) = a*(/a)”, 

et par suite 

= f’{p)==la, /”(«) = {/«)* = rM = a^(h)”, 

La formule (d) donnera donc en prenant la première ex- 
pression du reste. 


TTâ 


= 1 + xla-i ; — ; 1 — - 


x3(/«)î 

r.âis 


H h 

1.2... .(«—!) 
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On a VU ( 11 “ 49) que, pour des valeurs croissantes de n, la 
quantité 

x" (la)' 

1.2 n 

a pour limite zéro , quel que soit x; le facteur o®* a d’ail- 
leurs une valeur finie, donc le reste a pour limite zéro, et * 
la série, convergente pour toutes les valeurs de x, a pour 
somme o®. 

Soit a — e, on aura /a — 1, et par suite 


X X* X* x" * x** e*® 

=r i -f- ~ — — -+• "■ — 4- ■ • 

I 1.2 1.2.3 I.2...(/J— I) 1.2...?e 

En y faisant x = 1, on retrouve la formule 


e = I 


I H- — 


1 

1^ 


1 

1.2.5 


Ëtmmtoppmncnt de log (1 + x). 

58. Soit f(x) = log ( 1 -h x) , on aura 

/ '(x) = log e ( 1 -t-x)~ ' , f"(x) = — log e( 1 -i-x)~*, f'"(x) = 1 .2. loge(1 s- x)"’. 

f”(x)— ± 1.2 (n — 1)loge(i -4-x)~"- 

Donc 

f(o) = o, /» = loge, no)=— loge, /’"'(o) = 1.2 loge,.... 
r~\o)= 1.2....(n — 2)loge, /"(flx)= db 

(1 ■+• 6x)' 

et, par suite , 

/ X* X* x**"* \ 

log(l +x)=loge(x- — ..q: ± RI 

\ 2 O n — 1 /’ 

R désignant l’une des deux expressions 

^ 

mIih-Sx/’ (l + 9x)’* 


Digitized b> . 



CHAPITRK IX. 


Quand X est positif et moindre que l’unité , la quantité 



diminue à mesure que 7i croît et a pour limite zéro. 
Lorsque x est compris entre 0 et — 1 la seconde forme 
du reste, en y faisant x = — z, devient en valeur absolue 

a" (î— ^ z" f\ - S 
(t — flz)" i — 6z \1 — Oz) 

Le facteur z" tend vers zéro puisque z < 1 ; la quantité 

( I g \ n — ( 

-j — j] est d’ailleurs moindre que l’unité, à cause ’ 

de! — G<1 — 0z, donc la série est convergente et a 
pour somme log ( 1 -i- x) quand x est compris entre les 
limites — 1 et -i- 1. 

Lorsque x tombe en dehors de ces limites la série est di- 
vergente (n® 43). 

59. Les termes de la série 

/ Z* X* \ 

(1) log(t -vx) = loge ^x — — -4- j 

ne diminuent pas assez rapidement, quand x n’est pas 
très-petit, pour qu’elle puisse être appliquée au calcul 
numérique des logarithmes. Pour obtenir une série plus 
convergente, changeons x en — x, il viendra 

/ X* X* \ 

(2) Iog(t— x) = — loge ^x Y + j 

et en retranchant celle-ci de la première. 



« 
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1 X W "4* X ,, , X 

Si 1 011 fait . — = , (1 ou X = -r . , celto for- 

• ■ 1 


mule donnera 
n + Z 


(4) log = log (« lofï « = los (airrr 


-3 


i 


3 (2m -4-1)* 5(2m-4-1)s 

Cette série est très-convergente si n est très-grand par 
rapport à z, et donne le logarithme de n + x, au moyen de 
celui de n. 

En y faisant z = 1, on a 


(8) log (m - 4 - I) — log M = 2 log r ( - 

I 


2m - 4 - I 3 ( 2m -+- 1 )* 
) 


0 (2m -4- 1)» 

formule qui permet de calculer les logarithmes de tous les 
nombres entiers, à partir de l’unité. 

On obtient une formule plus convergente que cette der- 
nière en faisant 


1 -4- X 

1 — X M^ 


1 d’où X = 


1 

2 M*^n^ ’ 


en observant que log ( — i ) = log (n -i- 1 ) -i- log (n — 1 ), 
on tirera de l’équation (3) 


(C) log (m - 4 - 1 ) = 2 log n — log (m — 1 ) — 2 log e 


1 

2m*-IT7 


3(2m* — 1)® 5(2m*— l)s 

qui donne le logarithme d’un nombre entier au moyen de 
ceux des deux nombres précédents. Lorsque m est supé- 


Digiiized by Google 



CHAPITRE IX. 


79 


liourà 100 on peut réduire la série à sou premier terme, 
et l'on a ainsi la formule 


log (w + 1 ) — log « = log « — log (;i — t ) 


2 log e 
2n* — 1 ’ 


pour calculer les différences tabulaires successives. 

00. Les formules précédentes donnent les logarithmes 
dans une base quelconque; mais il est nécessaire, avant de 
les appliquer, de connaître log e. On y parvient en remar- 
quant que, B désignant la base, on a e, et en 

prenant les logarithmes népériens, loge/ B = 1, d’où 

Soit, par exemple, B = 10, on cherchera d’abord le lo- 
garithme népérien de 2 par la formule (0) qui , en y faisant 
/e=l et n=1, donne 


= 

et, par suite, 

U = 2/2 = t,3862943(iO. 
Faisant ensuite n = 4, on trouve 



d’où 


t 



3.95 


1 

5.9» 


1,009437913, 


/lO = 1-2 /5 = 2,302585093, 

lûg<'== 777 ; =0,434294482. 


«<n X ef co« X. 


61 . Soit [(x'j— sin x, on aura 

f'{x)=cosx, /""(x) = — sin X, 
f'"'{x) = — cüsx, /"‘'(x) =r sin X, . . . 
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et , par suite , 

/■(o)=o, f{o)=\, r(o)=^o, r(o)=-<.cte. 

On voit que les dérivées d’ordre pair s’évanouissent avec æ, 
et que celles d’ordre impair sont ± i , on aura donc, n étant 
un nombre impair, 




sin a: = X 


i a) 


cos Sx. 


1.2.Ô t.2.3.4.5 

æ" 

db 

1 . 2 . Ô . . . M 

Le facteur cos Ox est toujours, en valeur absolue, 
moindre que l’unité; donc (n" 49) le reste a pour limite 
zéro, et l’on a en série convergente, quel que soit x 

X* .T« 

sin X = X — t- _ — : — - -t- 


1.2.5 1.2.5.4..'i 

62. Soit encore f{x) — cos x; on trouve 

f'{x) — — sin X, / "(x) = — cos X , 
f"{x) = sin X, = cos X 

On a donc 

f(o) = 1 , r{0) = 0, f"{p) = _ 1 , /"'(O) = O, r\o) = 1 , etc. 
et par suite, n désignant un nombre pair. 


cos X == 1 — 


1 .2 


1 . 2.5.4 

X" 


T 


1 .2... («_2j 


cos Sx. 


1 . 2 ...» 

On a donc en série convergente, quel que soit x 


cos X = 1 — 


X® 


1.2 1 . 2 . 5 . 4 


1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 
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CIIAI'ITHE X. 

Rbmahqiies si.’r les expressions imaginaires. — Fohmei.e de 
Moivre. — Développement de siniiij; et de cosina:. — 
Développement de sin "'ar et de cos "x. — Résolution de 
l’équation binôme. — Logarithmes imaginaires. 


HeÊHarquet sur les ejFpressioMS imaginaires. 

65. On a vu dans les éléinonls d'algèbre que les racines 
des équations du second degré, quand elles sont imagi- 
naires, se présentent sous la forme 

a Il V ' — I , 

U et b désignant dos nombres positifs ou négatifs quel- 
conques. 

Quoique le signe — 1 ne soit pas une quantité, on 
.soumet les expressions qui le contiennent à toutes les opé- 
rations algébriques, en considérant V — 1 comme une con- 
stante dont le carré est — 1. Cos expressions sont appelées 
quantités imaginaires. On a soin de les ramener à la 
forme a -4- bV — i, et si l’on parvient à transformer ainsi 
une fonction imaginaire F de deux manières différentes, 
de telle sorte que l'on ail 

V = A -H R l/“l , F = A' -V ir 
A , B, A', B' étant des quantités réelles, on aura réqnatioii 

A H- R l/ — I = A' -f- R' |/^. 

D’oi'i l’on conclut nécessairement 
A = A', R=R'. 

G 
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Ces équations établissent entre les quantités réelles qui 
entrent dans la fonction F, des relations qu’il serait sou- 
vent difficile d’obtenir par d’autres moyens. 

64 . On peut toujours déterminer deux quantités réelles 
P et (p de manière qu’on ait a = p cos 9, 6 == p sin ? ; car 
on tire de ces équations 

. a b b 

p—yà*-*-b^, cosy= - — . sin y = . taiig ç = — • 

La quantité imaginaire a b V ' — 1 peut donc être mise 
sous la forme p (cos 9-1- V — 1 sin 9). La quantité p qui 
est toujours un nombre positif est le module, et l’angle 9, 
{'argument de l’expression imaginaire. On prend ordinai- 
rement pour 9 le plus petit des arcs positifs donnés par la 

formule tang 9 = ^ • 

#'ortMufe afe Moivre. — OéveloppemvHt <fe mx et cot mx. 

60. Multiplions entre elles les deux expressions 
cos X — 1 sin X , cos y -t- V' — 1 sin y. 

Nous trouverons 

fosx cos y — sin x sin y -y- V' — 1 (sinx cos y sin y eosx) 

OU, ce qui revient au même, 

cos (x -f- y) — I sin (x -t- y ). 

On peut donc écrire la formule 

(cosx-*-V^ — 1 sinx)(cosy + 1 / — 1 sin y)=cos(x-4-y)-»-l/ — 1 sin(x-t-y). 

Donc, pour faire le produit de deux expressions de la 
forme cos x -+- — \ sin x, il suffit de faire la somme des 
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R3 


deux arguiuenls. Il est facile de conclure de là que, quel 
que soit le nombre des facteurs, on a 

(1) (<’osx-*-l/ — I sin x) (cos 1 / + — f sin //) (cos z 4 - 1/ — 1 sinz), 

= cos(x-f- 1 / 4- Z....) 4 - sin(x4- »/ 4 - Z....). 

En supposant que tous les arcs x, ÿ, z soient égaux 

et en nombre m, on aura donc la formule 

(2) (cosx4-V^ — 1 sinx)”’ = cosH)x 4 - |/ — 1 siinwx 

qui est due à Moivre. 

En changeant dans les calculs précédents V' — \ en 
— , on a 

(cosx — V — I sinx)'" =cos»ix — V — I siiioix. 

On obtient pour (cos x-\-V — \ sin x)” une seconde 
expression de la forme en formant, d’après les 

règles ordinaires, la puissance »i*du binôme 


cos X 4- — I sin X. 

On trouve ainsi, en réunissant les terntes réels et les 
termes imaginaires, 

t—\ / 1/ I m{pi t) 

(o) (cos X 4 K — I Sin x) = cos X ^ cos x sin 

1 . 2 


»>(m— l)(m — 2)(m — 3) , 

r 2 .ô .4 — 


,T • «ifw — l)(m — 2) „.3 . , 1 

y — 1 m cos X sin X cos x sin ^x . 

L i . 2 . 5 J 


En égalant les parties réelles et les coefficients de V — i 
des seconds membres des égalités (2) et (3), on a donc les 
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formules 


mlm — 1) „,_8 . 

coswa: = cos x ^ cos a: siii *x 


(4) j 

I sin mx— i 


1 .2 

m(»i — i ) (»i _ 2) [m — 3) 

1.2.3 . ï 


m-4 , 

COS xsin*x,... 


m-1 . 0|(»» — 1) (»H — 2) m_5 . 

sin mx — m cos x sin x ^ — i cos x sin ®x -4 

qui donnent le développement du cosinus et du sinus d’un 
multiple d’un arc, suivant les puissances du sinus et du 
cosinus de cet arc. 


<fe «<n •** ef co* “x , <M<vaMl l«« «inwa 
el ttv Vare x. 


66. Soit 

U = cos X -4- 1/— I sin X, r === cos x — I sin x, 


on aura 


2 cos X = H i- , 2 l/— t sin X = u — r, 

et par suite 

2’"eos’"x = (« + ,mr-'v + ,r~\^ -, .... 

1.2 

1 .2 

1 / r\»ic\m • t«_ I \tn ?n m-1 - 1) _ ^ * 

K — 1) 2 Sin x = (w — v) — mu i; + — u r* • 

/ t.2 

± WMi;’"-' dt «”*. 

Supposons d’abord m pair; il y aura un terme du milieu 
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qu'on obtiendra eu faisant n — -~ dans le terme général 


m(m — 1 ) . . . . (?» — M t) 




et qui est, par conséquent, 




U* V*. 


En réunissant les termes à égale distance des extrêmes 
qui sont de même signe dans les deux équations, on aura 

2’"C0S“X = U™ H- ^ «t; 


m(m— l)(m-2) (f 0 « « 

' X a A 


1 .2.3 

2 


2"' {— 1) Sitr X = H'" - 4 - i'™ — — (u""* -I- r'""*) uv 


i(m — l)(m — 2)...^— -4-lj m _m 


1.2.3 


Mais on a 


«U = I , u" = cos nx -f- V — 1 sin nx, i>" = cos nx — — 1 sin nx, 
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et par suite «" + 1 ;" = 2 cos nx; donc les équations pré- 
cédentes, en les divisant par 2, donneront 


2 ’“ cos"x=cos mx -j-cos (m— 2 )x 


1 .2 


-cos {m - 4 )x 


, m{m— I)... (-- 4 - 1 


m 


I . 2 


m 

5> 


(— 1 )* 2 ”‘“'sin'"x = cosMix— Y fos («»— 2 )jc cos {m—i)x 


1 

± - 

2 


m (m — 1 ) . . 




1.2 


m 

T 


Soit maintenant m impair; il y autji alors un nombre 
pair de termes , et les deux termes du milieu s’obtiendront 

, , , Hl — 1 , wi 1 

en faisant dans le terme général n =— — et n= — - — ; 
réunissant les termes à égale distance des termes extrêmes 

m — 1 

( — 1)~ |/ — l , on obtien- 


et observant que [V' — 1)’ 
dra 


ht 


2 cos"' X = 


(»« 


f”-*) uv 




1 . 2 


m -4- ù 


l)(m— 2)... — - 
— ~ (u -t- f) n V ^ , 

1 . 2 . 3 ... 


»n — t m— I 
3 . 2 
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( — I) * ”2’“ siii’" J = m“‘ v"' — — — ü”‘-*) 

i 


MU 


m(m — 1) ... 


ni -h Z 


m— I m— 1 


1 . 2 ... 


(« — v)m * ü * > 

t — \ 


et par suite, eu divisant par 2 , 


'JW wifwi ^ J 

2”~* cos" X = cos »«x -4 — cos(»i — 2) X -4- ' cos(m — 4)x... 

1 ' ' t . 2 


m (m — 1 ) (w — 2) ... 


m -4- D 


t .2.5... 


m — t 


cos X 


n — 1 

/ , , a _m - 1 . m Wl . 

(-1) 2 sin X = Sia wix — — sin (m — 2) x 


ni + 3 


m(m— l)(m— 2). 

»w {»i — 1 ) . , , 2 

H sin (ni — 4) X ... ± — 

1.2 


1 .2.3... 


ni — 1 


■ sin X. 


JléMiMitoM «le réguslton Mtiétne. 

67. Considérons l’équation ÿ” = ± a, o étant un 
nombre positif, et proposons-nous de déterminer toutes 
les valeurs réelles et imaginaires de y qui y satisfont. 
Soit P la racine m*”** arithmétique de o, et posons y = pxr, 
X étant une nouvelle inconnue, l’équation proposée de- 
viendra p”‘ x”‘= ± a ou, à cause de p" = a, cC" = ± 1. 
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«» 

Soit d’abord x”‘ = i, d’où x — y i : si dans la rorinule 
(<!osr-*- V' — I siiiï)™ = cos/Jir t \/ — 1 sin mz, 
on l'ail Z = , n étant un nombre entier , et r. le 

ui 

rapport de la circonférence au diamètre, on aura 
mz — '■îht, cos mz — 1 , sin mz = o , 
et par conséquent 

2«T . y . 


(‘OS - 


v'—i 


sin 


= 1 . 


m m 

On satisfait donc à l’équation proposée par la valeur 




X = cos 


1/ — 1 si 


2»)i 


sin 


m 


En faisant successivement » = o, 1, 2 .... m — 1 , 
l’arc prend m valeurs différentes moindres que 2s-; 

et comme deux de ces arcs ne peiiveni pas avoir le meme 
sinus et le même cosinus, on obtient ainsi rn, valeurs dif- 
férentes de X, qui sont les m racines de l’unité. 

En donnant à h des valeurs plus grandes que m , on re- 
trouve les mêmes racines; car si l’on suppose n — qm -i-n , 
q étant un nombre entier et «' <»i, on aura 


2«jr 

=2r/T -I 

m ' m 


et par suite 


2«s 


2/iV 


2/1 s 


2 //' 


cos - 


f.QS sm 

m m 


SIM 


m 


donc la valeur de x qu’on trouve en faisant »/ égal à un 
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sn 


multiple de m plus un nombre n est la même que celle 
qui correspond À n — n'. Ainsi, la formule précédente 
n’exprime que les »» racines réelles ou imaginaires de 
l’équation ac'" — 1 = o. On peut même remarquer que 
l’expression de x qu’on obtient en ebangeant n en m — n, 
est 


'■htr , 2//T 

^ (ros V — I sin , 

m m 


donc, toutes les valeurs de x sont données par la formule 


. . 

X — (OS ± K — 1 sin — - . 

m m 


en faisant n = o, 1, 2 jusqu’à ce qu’on ait m valeurs 

pour X. 

Si m est pair, x a deux valeurs réelles + 1 et — 1 
qui correspondent à n = o et h =-^. Faisant ensuite 


m 

H = J , 2 , 5 .... y — I , 


on a les m — 2 racines imaginaires. 

Si m est impair, x n’a que la seule valeur réelle -i- i 
qui correspond à n — o ; les autres racines , toutes ima- 
ginaires et en nombre tn — 1, s’obtiennent en faisant 
M= 1, 2, 3 


m — 1 


Considérons maintenant l’équation x'"= — 1; en po- 

( 2 « H- I)t . . , 

.saut Z = — — , on a cos »/iz = — 1, sm tuz = o et , 


m 


par suite. 


r (2;/ -t-l)T r . (2« -4- IM- 

L ui m J 
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On peut donc l’aire 

( 2 /i ■+- 1 )t 


■t — cos - 


m 


V — \ sin- ' 


m 


expression qui donnera toutes les racines réelles et ima- 
ginaires de l’équation x”* = — 1, en y faisant successive- 
ment »i=o, 1,2....»» — 1. 

Si l’on y remplace ti par m — (« -t- 1), on trouve 

('2n -4- 1)»- , . (2m -4- 1)t 

X z=r cos V — 1 sin ; 


m 


m 


d’où l’on conclut que toutes les valeurs de x sont déter- 
minées par la formule 

x=cos^— ^±l/— Isin' ' 


ni 


m 


dans laquelle il suffit de donner à n les valeurs 0, 1, 2, 

jusqu’à ce qu’on ait m valeurs pour x. 

Si m est pair, toutes les racines sont imaginaires et s’ob- 

‘iH 

tiendront en faisant successivement n—o, 1,2, — • 

Si m est impair, x a m — 1 racines imaginaires qui corres- 
pondent à n = o, 1,2 .... , et la seule racine réelle 

— 1 , qu’on obtient en faisant n — ^ * . 


Keept-ettioMM de a<n x «I co« x au moyen d’exponenUetiet 
imtfginairet. 

68. lîeprcnons la série 

X* 

t X -I 1- •- 

1.2 1 . 2..3 

(jui , lorsque x est réel , représente le développement de e*, 
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suivant les puissances de x. Si l’on y change x en xl^ — i , 
la série imaginaire résultante sera 

, . — x^ x'^V^ — 1 X* 

i X I 1 • : • • • 

1.2 1.2.5 1. 2.5.4 

et on pourra, d’après le sens que nous avons attaché au 
signe V — 1, la représenter par on aura donc 




1 .2 1. 2.3.4 


-4-4/-I X 


x^ 

r.2^ 


1.2.3.4.5 


La partie réelle du second membre est le développement 
' de cosx suivant les puissances de x , et le coefficient 
de V — \ est celui de sin x; on a donc 


( 1 ) 


il/— 1 


= cosx -\-V ^ — 1 sinx. 


On aura de même, en changeant le signe dey ' — 1, 

(2) e *=rcosx — l^— I sinx. 

On tire de ces deux équations 

i|/Z7 — x|/~i 

a -4- 

cos X 

O 

— xI/hï 

e — e 

sm X == • 

21/— I 

/ Les expressions n’ont par elles-mêmes 

aucune signification , et l’on ne doit pas perdre de vue le 
sens que nous y avons attaché. D’après leur définition, elles 
jouissent des principales propriétés de la fonction e®, dont 
la nature consiste en ce que 

'J. 
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On a, en effet 

1 / — ■ 

(! =«)sx-f- K —1 smx 

yl^~i ,/ — 7 . 

K = cos IJ -t- V — 1 Slllÿ , 

donc 

xV~\ yl/~i , , ,/ — J- . , . (x+y)\/~i 

c c. ==cos(x-t-y)+ V — 1 sin (x-»-i/)=e 

F.a propriété fondamentale de la fonction e*, dont toutes 
les autres dérivent, subsiste donc sans restriction pour 
des valeurs imaginaires de x, aussi bien que pour les va- 
leurs réelles. 

gjogafithm»» imagiiuiiret. 

69. Prenons les logarithmes népériens des deux mem- 
bres de l’équation (1), il viendra 

l (cos X y' — t sin x) = xV' — t . 

Mais l’expression imaginaire a -+■ bV — 1, en faisant 

cos X = et sin x = — r , prend la forme 

l/a* -t- 6» + t.* 

V/a* -f- 6* (cos X -t- l/ — t sinx); 

on a donc 

Ha + — t j = fl* 4- &* 4- xl/ — t = /t/ «* 4- 6^-*- arc cos - 1/ — T. 

y'a^+h'i 

Soit b — O, l’expression se réduira à -+- 1, si o 

y «* -H 6* 

est positif; mais les arcs qui ont pour cosinus -t- 1 sont 
2 h7t, n étant un nombre entier positif ou négatif quel- 
conque; la formule précédente donne donc 

la 4- 2«t V ' — I 
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il.) 

pour l’expression générale des logarithmes d’un nombre 

positif a; un seul est réel et correspond k n = o. 

a 

Lorsque a est négatif et 6 — o, on a -r — = — 1 ; 

y 6 ^ 

les arcs qui ont pour cosinus — 1 sont (2n -i- 1 )*-, et l’on a , 
la -t- (^/i -t- 1 )tI/ — 1 

pour le logarithme népérien du nomhre négatif — a; tous 
sont imaginaires. 


CHAPITRE XI. 

Maximums et minimums des fonctions expi.icites d’une seui.e 
VA niADLE. — Applications. — Maximums et minimums des 
FONCTIONS implicites. 


ef deê fo$êct4o$99'ifnpUeiteë 

Meute leafiahte . 


70. Considérons la fonction f[x), et sujiposons qu’on 
fasse passer la variable x par tous les états de grandeur 
pour lesquels cette fonction reste réelle; les valeurs suc- 
cessives de f[x) pourront aller tantôt en croissant, tantôt 
en décroissant. La valeur particulière qu’elle prend dans 
le passage de l’accroissement au décroissement, est ce 
qu’on appelle un maximum. Toute valeur par laquelle elle 
passe lorsque l’état de décroissement se change en accrois- 
sement est un minimum. Le caractère distinctif du maxi- 
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muni consiste ilonc en ce qu’il surpasse les valeurs qui le 
précèdent et celles qui le suivent immédiatement; le mi- 
nimum, au contraire, est 'moindre que les valeurs qui le 
précèdent et que celles qui le suivent immédiatement. Il 
suit de là que si la fonction /'(.r) devient un maximum 
pour X = fl, /"(fl) est plus grand que f{a -t- h) et f[a — h) , 
h étant aussi petit qu’on voudra; par conséquent les dif- 
férences f\a H- h) — /"(fl), et f{a — h) — f[a) sont toutes les 
deux négatives. Si, au contraire, a répond à un mininum , 
/■(fl) est moindre que f{a -t- h) et f[a — h) et les diffé- 
rences f{a -t- h) — /■(fl), fia — h) — /(fl) sont positives. 

71. On a vu (n" 10) que la fonction /(x) est croissante 
ou décrois-santc dans un certain intervalle suivant que sa 
dérivée /'(x) est positive ou négative; d’où il suit que dans 
le passage de x par une valeur a qui rend la fonction un 
maximum, la dérivée doit changer de .signe en passant du 
positif au négatif. Si a répond à un minimum, la dérivée 
changera de signe en passant du négatif au positif. Mais 
une fonction ne peut pas changer de signe sans devenir 
nulle, infinie ou discontinue; donc les seules valeurs de 
la variable qui puissent répondre à un maximun ou à un 
minimum d’une fonction /(x) sont celles qui rendent sa 
dérivée /'(x) nulle, infinie ou discontinue. Nous n’exami- 
nerons, pour le moment, que le premier de ces trois cas. 

72. Supposons que la dérivée f"(x) ne devienne pas in- 
finie ou discontinue dans le voisinage de la valeur parti- 
culière a, la formule de Taylor donnera 

/(fl -e h) — f(a)==hf'(a) ^f'(« «/»)■ 

Or, si /'(fl) n’est pas nul , on peut toujours prendre h 
assez petit (n” 10), pour que le signe du second membre 
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SK) 

soit le même que celui du premier terme hf'{a). Ainsi, la 
différence f{a +/t) — f{a) changerait de signe avec h et 
f{a) ne serait ni un maximum ffi un minimum. Il faut donc 
que l’on ait dans les deux cas fia) =o, et ce n’est que 
parmi les racines de l’équation f{x) = o que l’on trouvera 
les valeurs de x qui pourront rendre la fonction f(x) un 
maximum ou un minimum. Pour les valeurs de a ainsi 
déterminées, l’équation précédente devient 

A* 

f\a -t- A) — fin} = ^ /”(« oh). 

Si l’on donne à h des valeurs positives ou négatives suffi- 
samment petites , le signe du second membre sera le même 
que celui de /"''(a); ainsi la différence f(a + h) — f(a) ne 
changera pas de signe en même temps que h, et f(a) sera 
un maximum ou un minimum suivant que la valeur que 
prend la dérivée seconde f"(x) quand on y fait x = a, 
sera négative ou positive. ' 

Mais si f'(a) était nulle, on passerait à la dérivée qua- 
trième, et l’on aurait 

' , <2.5 t.2.3.4' ^ ‘ 

Le prenïier terme change de signe avec h, et comme pour 
des valeurs très-petites de h ce terme donne son signe au 
premier membre, on voit que si /"'(«) n’était pas nulle, la 
différence f{a -t- h) — fia) changerait de signe avec h, et 
il n’y aurait ni maximum ni minimum. Mais si f"ia) — o, 
l’équation précédente se réduira à 

/•(« + A) — f(a) = / " (« + ®A) , 

et l’on en conclura, comme précédemment, que si la dé- 
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(H) 


rivée f"\u) ii’osl pas nulle, f{a) sera un maxiniiini si 
/■''(a) < 0 , et un tninimuin si /"'(«) > o. 

Kn continuant ainsi, on*verra que si /"“(x) est la pre- 
mière des dérivées successives f'Qr), r(^) •••• ne s’an- 
nule pas pourx — a, f(a) ne sera ni un maximum ni un 
minimum si n est impair. Si n est pair, f(a) est un maxi- 
mum ou un minimum suivant que f"{a) est négative ou 
positive. 

Fig 5 



75. On peut rendit^ 
sensibles les résultats 
précédents en con- 
struisant la courbe qui 
a pour équation »/=/(x); 
car il est évident que 
les maximums et les 


minimums de la fonction seront les ordonnées des points 
A, B, C, D où la tangente est parallèle à l’axe des x, et 
dont les abscisses satisfont, par conséquent, à l’équation 
f'{x) = 0 {n" 7). 

De plus, puisque la dérivée va en diminuant, pour des 
valeurs croissantes de x, dans le voisinage d’un maximum, 
la dérivée de /“(x) ou f'(x) est nécessairement négative 
en ces points; dans le voisinage d’un minimum, au con- 
traire, /■'(x) croît avec x, donc f'(x) est positive. On recon- 
nait également que la courbe peut avoir des points tels 
que le point E où la tangente est parallèle à l’axe dos x, 
et pour lesquels on a par conséquent /‘'(x)=o, ^ans qu’il 
y ait maximum ou minimum. On verra plus loin qu’en ces 
points la dérivée seconde est nulle. 
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^p^Ucalian». 

Soit f(x) = x2 — 2rtx cos <p -4- a^; on aura 
f\x) — 2x — 2a cos y, f'\x) = 2. 

L équation f[x)~o donne x~a cos (p; substituant cette 
valeur dans la fonction proposée, on aura a^sin ^ pour 
son minimum ; 

2“ Soit /'(x) = — ^ ; on aura 

X — a 



X (x — 2a) 


f"{x) = 


2o* 

(x — o)5 


L’équation f{x)=o ou x(x— 2a) ==o donne x=o et x=2a. 
Substituant ces valeurs dans la dérivée seconde, on trouve 


/» = --, r(2a)==-. 

• a a 

X® 

La fonction — ^ a donc un maximum égal à zéro et un 

minimum égal à ia. 

3" Pour x“e~*, a étant positif, on a 


/■'(x) = x“~ ’ (o — x) e"*, 

/■"(x) = [a (a — t) x“~* — 2ox'‘~* + x“] e“*; 

on satisfait à l’équation x'*-'(a — x) e-* = o, en po- * 
sant X = a; on trouve ensuite f'{a) = — a®-* e-®; ainsi 
la fonction x'e-® a pour maximum a®e-“; 

4“ Soit encore f{x) = -h 2 cos x + c-*,- on aura 
r(x) = e®' — 2 sin x — c-*, qui s’évanouit pour x = o. Les 
deux dérivées suivantes /"'(x) == e® — 2 cos x + e— ®, 
/•"'(x) = 2 sin X — e-* s’évanouissent aussi pour 

X = 0 et la dérivée /'"'(x) = e* -4- 2 cos x -4- e-® se réduit 

7 
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à 4. Donc, la valeur correspondante de la fonction x, ou 
le nombre 4 est un minimum. 

Exerrices : 

7o. 1» /■(x) =- — ; 2“ /■(x) = x“ (a — x)™ ; 

<1* -4- X* 

î. ’ * 

3" /(x) == x"'; 4“ /"(x) = X* ; 5" /(x) = (I x)'; 

t>° Trouver la plus courte distance d’un point à une 
droite; 

7" Sur une droite donnée, trouver un point tel que la 
somme. des carrés des distances de ce point à n, points 
donnés soit un minimum; 

8" Trouver deux diamètres conjugués d’une ellipse tels 
que la somme des carrés de leurs valeurs inverses soit un 
maximum ou un minimum ; 

9° Inscrire , dans une sphère , un cône dont le volume 
soit un maximum; 

10“ Le quadrilatère inscriptible est le plus grand de 
tous ceux qu’on puisse former avec quatre côtés donnés ; 

11" Déterminer, dans une courbe du second ordre, le 
plus grand et le plus petit des rayons vecteurs partant du 
centre. 

JV#iar#tMMm« ef foneiioH* 

««Mie «orlMdfe indép^n^Hte, 

70. Soit y une fonction implicite de x déterminée par 
l’équation 

f(x,y) = v. 

Pour avoir la condition du maximum ou du minimum 
de la fonction y, on égalera à zéro la dérivée do y par rap- 
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port à X, conrormément à la règle du n" 73, et l’on aura 
l’écpiation 

!^L 

(fx 

-Jf~ = O, 


qui, jointe à l’équation proposée, donnera les valeurs de x 
et de y. Le signe que prendra la dérivée seconde de y, en 
y substituant ces valeurs , fera reconnaître s’il y a maxi- 


muna on minimum. 


Exemple ; 


Soit l’équation 


d’on l’on tire 


ly* — xy X* — I = O : 


{-2y — x) 


ÿ 2.T — O 


et en dérivant une seconde fois 

d^y dy^ du 

— ^) -TT + 2 — 2 f 2 = O. 

' dx^ dx^ dx 

La condition z= o so réduit ici à y — 2x == o, d’où 

y = 2x. Substituant cette valeur dans l’équation proposée, 

t 2 

on en tirera x = ± —, d’où y — ± Remplaçant 

X et y par ces valeurs, la dernière équation, qui, à cause 

de ~ = «, se réduit à 
dx 


d^u 


donnera 


-T-j = 

dx* .1 
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"2 Ü 

Donc M == ~ - est un maximum, et « = — — :: est un 

»/3 

minimum. 

77. Supposons que la fonction m dont il s’agit de déter- 
miner les maximums et les minimums soit liée à d’autres 
fonctions y et z par les relations 


( » ) f{x,y,z,v) = o, f i(x, y, Z, v) = O, /j(x, y, z, u) = o. 

Si l’élimination de ÿ et de z était possible , on pourrait en 
déduire une relation de la forme F(x, m) = o, et l’on re- 
tomberait dans le cas précédent. Mais il est plus simple de 
chercher à la fois les valeurs de x, y et z qui corres- 
pondent au maximum ou au minimum de u. Pour cela, on 
prend les dérivées des trois équations (1) en regardant y, 
z et « comme des fonctions de x, ce qui donne 


df 



df 

dz 


du 

(/x 

dy 

dx 

dz 

dx 

du 

dx 


df, 


dji 

dz 

4-- 

dfi 

du 

dx 

dy 

dx 

dz 

dx 

du 

dx 

df. 

df, dy 

df. 

dz 

df^ 

du 

dx 

dy 

dx 

dz 

dx ^ 

du 

dx 


Éliminant entre ces équations et , on aura une équa- 
tion qui donnera ^ qu’il faudra égaler à zéro. Mais on 
arrive au même résultat en posant d’abord^ =o dans les 
équations (2), ce qui donne 


a 


dy 


dz 

dx 

dy 

dx 

dz 

dx 

df, 


dy 

dfi 

dz 

dx 


dx 

dz 

dx 

df. 

df. 

dy 

d/i 

dz 

dx 

dy 

dx 

dz 

dx 
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ini 


et en éliminant entre ces dernières les dérivées 

dx dx 

On obtient ainsi une équation qui , jointe aux équa- 


tions (1), déterminera x, y, z etw. Dérivant de nouveau 
les équations (2), on obtiendra la dérivée^ dont le signe, 


après la substitution des valeurs qu’on vient de trouver, 
fera reconnaître s’il s’agit d’un maximum ou d’un mi- 
nimum. 


CHx\PITRE XII. 

APPLICATIO.NS GÉO.MKTRIQUES DU CALCUL DIFFÉREXTIEI.. 

Êquatiok de la tangente et de la norsiale aux courbes planes. 
— Expression de la longueur de la tangente, de la sous- 
tangente, DE LA NORMALE ET DE LA SOUS-NORHALE. — AP- 
PLICATIONS. — CvcLOÏDE. — Concavité et convexité. 


ife to tangente et tle In normale. 

78. Soit/'(x, y ) =0 l’équation 
d’une courbe plane rapportée à 
des axes quelconques Ox et Oy, 
• et proposons-nous de trouver 
l’équation de la tangente au 
point M dont les coordonnées 
sont X et y. Considérons, pour cela, une sécante menée 
par ce point et par un second point M' ayant pour coordon- 


Fig. 4. 
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nées X Ax et y + Aÿ, Ax et ^y désignant les accrois- 
sements PP' et QM' de x et de y. Si l’on représente par X 
et par Y les coordonnées courantes, l’équation de la sé- 
cante sera 

Y— V — x). 

AX 


Or, à mesure que le point M' se rapproche du point M, la 
sécante tourne autour du point M et se rapproche de la 
tangente MT, qui en wt la limite; en même temps, le rap- 
port — converge vers sa limite^. On a donc, pour l’équa- 
tion de la tangente 




Le coefficient différentiel ^ se déduit de l’équation 

«X 

f[x,y) — o, qui donne 

K. 

dy dx 

dy 

l’équation de la tapgente devient ainsi 

a 

rfy 

ou bien 

df df 

79. On appelle normale à la courbe la droite MFl menée 
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perpeiuliculaireiiieiit à la tangente au point de contact. 
Supposons les axes rectangulaires et représentons l’équa- 
tion de cette droite par 

Y — y = »! (X— j); 

comme elle doit être perpendiculaire à la tangente, ou a 
la condition 

(Ijj 

III — - + 1 — 0 , 
a.T 


dx dx 

Substituant cette valeur de m dans l’équation précé- 
dente, on pourra donner à l’équation de la normale l’une 
des formes suivantes : 

ÉL 

= Y-y-A(X-ac), 


(Y-y)^-{X-x)| = o. 

80. On appelle sons-tangente la partie PT de l’axe 
des X comprise entre l’ordonnée du point de contact et 
la tangente; PR est la sous-normale. 

Si, pour obtenir l’abscisse du point T, on fait y — o dans 
l’équation de la tangente, il vient 

du 
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d’où l’on tire 

X — X = OP — OT=^; 

dx 

Ainsi , en désignant par S| la sous>tangente , on aura 
„ V *1^ 

dx 

On trouvera de la même manière pour la sous-normale 

Les triangles rectangles MTP , MRP, donnent ensuite 

MT = i/y* -4- SJ, MR = |/y* -+- SJ; 

En y substituant les valeurs précédentes, on aura pour la 
longueur de la tangente et de la normale 


T = 


y\/ * 

dy 




dx 


N = 



MppUC€lliOttt, 


81. Appliquons ces formules à l’ellipse dont l’équation 
est 

u^y'^ -t- 6'*^* — = o. 

On en tire 


dy b^x 

dx <i^y 
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et par suite pour l’équation de la tangente 
^ 6*x 

Y-y = — 

a^y 

ou en réduisant 

Y + b^xX — am = o. 
Pour l’équation de la normale on a 

6 *x (Y — y) — 0*1/ (X — x) = O. 
On trouve ensuite 


lu» 


O* — X* 

s, = , S„ 


a* 


6*x ’ O* 


Pour étendre ces résultats à l’hyperbole, il suffit de 
changer dans ces formules 6® en — 6*. 

Quant à la parabole dont l’équation est 

y* = 2px, 

on trouve 

y (Y — y) — P (X — x) = 0, ou yY = P (X x) 

pour l’équation de la tangente. 

Celle de la normale est 


P (Y — y) -f- X — X = 0 . 

On a ensuite 

S, = 2x, S„=p 
T = »/2px + 4x*, N = t/'2px -4- 
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loti 


Cf/cl»ït$e. 


82. On appelle cycloïde la courbe décrite par un point 
de la circonférence d’un cercle qui roule sans glisser sur 
une droite indéfinie. Cette courbe se compose donc d’un 
nombre infini de branches identiques placées l’une à la 
suite de l’antre. 

Fig. S. 

Prenons pour 
axe des x la 
droite donnée 
et pour origine 
l’un des points 
où elle est Cou- 
chée par le point qui décrit la courbe. Soit C le centre du 
cercle pris dans une position quelconque, a son rayon, et 
A le point de contact ; si l’on prend l’arc AM égal à OA , 
le point M , dont les coordonnées sont x — OP, y =PM, 
appartiendra à la courbe. Désignons par 0 l’angle ACM , 
c’est-à-dire l’arc compris entre les côtés CM et CA, et 
décrit du point C comme centre avec l’unité comme rayon ; 
on aura arc AM== o9, et le triangle rectangle CMN don- 
nera 

MX a sin 0 , CX = a cos e. 



Mais 


OP = OA — MX , AX = AC — CX. 


On a donc 

JC =«(ô — sinfl), ly = a (1 — coso). 

La dernière de ces équations donne 

cosS= - — , ■ 9 = arccos , sinO = — |/2f/iy — y». 

Il II O 
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L’arc 0 est plus petit ou plus grand qu’une demi-circonfé- 
rence, suivant que le point M est situé dans la première ou 
dans la seconde moitié de chaque branche de la courbe; 
on donnera donc au radical V'-Zay — ÿ^Xc. signe plus dans 
le premier cas, et le signe moins dans le second. 

En substituant les valeurs précédentes de 0 et sinOdans 
la première équation , on trouve 


fl U y 

= U arc cos — v 2«i/ — 


pour celle de la cycloïde. 

Différcntiant cette équation, il vient 

ady {<i-y)dy 


dx‘ 


X/Zay — y^ V'^ay — ij^ 


OU en réduisant , 


d,= d'où _ V --1. 

V' Zay — I/* dx y 


.. .... 


'2a 


On a donc 


2a 


1 (X _ x) 


y 

pour l’équation de la tangente , et 


V-.»— y/ 


y 

2a — y 


(\-x) 


pour celle de la normale. 
On trouve ensuite 


S, .= , s„ = \/2ay - y\ 

V2ay — y* 

V 2a— y 
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On voit que S„ est une moyenne proportionnelle entre 
AN = y et BN = 2a — y, donc S„ = AP ; d’où l’on con- 
clut que la normale au point M passe par le point de con- 
tact A, et que la droite BM est la tangente en ce point, 
puisque l’angle AMB est droit. Pour tracer le cercle AMB 
quand le point M est donné, on décrit de ce point comme 
centre, avec a comme rayon, un arc de cercle qui coupe 
en C la droite CC' menée parallèlement à l’axe des x à une 
distance égale à a; le point C est le centre du cercle. 

CotteatUé et eeneexité. 


83. La comparaison des ordonnées P'M', P"M" des 
points d’une courbe situés dans le voisinage du point de 
contact M, aux ordonnées correspondantes P'N, P"N' de 
la tangente, fait reconnaître si la courbe est située du 
même côté de la tangente que le pied P de l’ordonnée du 
point M ou du côté opposé. Dans le premier cas, fig. 6, 
les différences M'P' — NP', M"P" — NT" sont négatives 
et la courbe tourne sa concavité vers la partie indéfinie de 
l’axe des x qui , à partir du point T, s’étend du côté où est 
situé le point P. 


Fig. 6. 



Dans le second cas, lig. 4 , 
les différences des ordonnées 
sont positives et la courbe 
tourne sa convexité du même 
côté. Soit PP' = h, fig. 4 et 6 , 
l’équation de la tangente, en 
y faisant X — x + /i , donnera 


Y = M>’ = y -+• h 


f/x ’ 
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1-a formule de Taylor donne pour l’ordonnée eorrespon- 
dante de la courbe 




-t- It - — 
dx 


*’ Ta 


eu, 


donc 


M'P' — 


NP'-= 


dhj 

TTi(/x* 


R. 


. d^y 

Si y j n’est pas nul , on pourra prendre h assez petit pour 
A* dhi 

que le terme — donne son signe au second membre; 

mais A2 étant une quantité positive , quel que soit le signe 

d'^y 

de h, il suit de ce qui précède que ^ est négatif quand la 


courbe est concave vers la droite Tx, et positif dans le 
cas contraire. 

11 est' facile de s’assurer par l’inspection des courbes si- 
tuées au-dessous de l’axe des abscisses que le contraire a 
lieu quand l’ordonnée du point que l’on considère est néga- 
tive. Ainsi, une courbe est concave ou convexe vers la 
partie de l’axe des x qu’on vient de définir, selon que l’or- 
donnée et sa dérivée du second ordre sont de signes con- 
traires ou de même signe. 

Si. On a supposé, dans ce qui précède, que yy différait 
d^i/ 

de zéro. Si l’on avait ^ égal à zéro, on pousserait le dé- 
veloppement de la série de Tay/or jusqu’au terme du qua- 


trième ordre , et l’on aurait 


A5 

M'P— i\P= 

t . -2 . ô 


(/*(/ 

— t- 

dx^ 


A* 

-+ R 

t.2.3.4 dx* 
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^ Si n’est pas nul , le second 

membre change de signe avec h, 
** cl la courbe , convexe d’un côté 

de l’ordonnée, est concave de 

y/ l’autre côté vers l’axe des x. Le 

"ô T ^ ■^point M où se fait ce change- 

ment SC nomme point d’inflexion. Mais si l’on avait 

O, et ^ différent de zéro, la courbe serait située du 
dx* «X* 

même côté de la tangente à droite et à gauche de l’or- 

d*i/ 

donnée MP, et le signe de ~ ferait reconnaitre la conca- 
vité ou la convexité. 


CHAPITRE XIII. 

Dériviîe et différentielle de l’arc d’une courbe plane. — 

Du CONTACT DES COURBES. — COURBF-S OSCULATBICES. CeRCLE 

OSCULATEUR. — COUBBURE. 

Mtéritée 0$ Mfféf0Mlielt0 <fe l’ofc d’une contre ptan0. 

Kig. 8. 

8S. Soit y — f{x) réquation 
d’une courbe quelconque, rap- 
portée à des axes rectangulaires. 
Désignons par s la longueur de 
^ l’arc de courbe comptée à partir 
d’un point fixe A, jusqu’au 
point M dont les coordonnées 
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III 


sonl X et y; s sera une fonction de x dont nous nous pro- 
posons de trouver la dérivée. Soient x-i-A.r, y + Aylcs 
coordonnées d’un second point M’ assez rapproché de M 
|)our que la courbe n’ait point d’inflexion dans l’inter- 
valle MM'. On peut considérer la longueur de l’arc MM' 
que nous désignerons par As, comme étant comprise 
entre la longueur de la corde MM' et celle de la ligne 
brisée MI -i-M'I formée par les tangentes menées aux ex- 
trémités de l’arc; mais M'I < NI -h M'N et par suite 
MI + M'I <MN M'N; donc, à plus forte raison, cet arc 
est compris entre MM' et MN + M'N. Or, si l’on mène à 
l’axe des x la parallèle MQ, on aura M'Q = Ay et 
MM' = |/Ax 2 -I- A?/2; on a d’ailleurs, dans le triangle 

MNQ, NQ = MQ tang NMQ , c’est-à-dire NQ = ^ Ax, et, 
par suite, 

MN = \ / ^x^ + ~ ^x«, M'N = M'Q — NQ= ây — ùx. 
V ilx'^ (1x 

Ou peut donc écrire les inégalités 

, . / difl rfy 

A.s > V ax* ■+■ ay*, a.s < ax \/ t -t- -7 — -t a y ax, 

» rfx* rfx 

ou en divisant par Ax, 

às - /. a y* à.s . /. rfy* a y rfy 

— > I — - î - < \/ 1 -t- — H ^ — • 

ax » ax* ax r rfx* ax rfx 

Les seconds membres s’approchent indéfiniment de la 

limite commune y/ * + ^ mesure que Ax tend vers 

zéro, donc ^converge vers la même limite, et l’on a par 
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conséquent pour la dérivée de l’arc s 

<ls , /. f/l/* (Is 

(Ix 


Tx~V 

et pour la différentielle 


ou — = V/t + /"'(x)* 
(Ix 


ds — dx 4 ou f/s = 1/ f/x* f/y®. 

On peut remarquer que la limite du rapport d’un arc à sa 
corde est égale à l’unité; car on a 


AS 


AS 


MM' v^Ax*' 


d’où 


AS 

lim = 

MM' 


ds 


Ayï 




V/(/x* + dy* 

Iltt coMimct <(e« 'coMffre* planté. 

" B 86.Soienty=/'(x),y=^<p(x) 

B les équations de deux cour- 
bes AB, A'B' ayant un point 
commun en M. Soient x et y 
les coordonnées de ce point, 
et désignons par x + h l’ab- 
^scisse commune des points N, 

N' voisins du point M sur les 
deux courbes, la formule de Taylor donnera 

NQ =/(x + h) = f(x) + hf\x) + ^ /"(x) -f- /"'(x + ih ), 

/f* /»=* 

N'Q = y(x -4- h) = f(x) -4- /if'(x) -4- — - y"(x) -4- ^ ^ ~ f"'(x -4- 67l). 



Digiiized by Google 



CHAPI’IKK Xllf. 


115 


F.CS Ibnctioiis f{x), f(x) représcnlant rorclomuV coni- 
niiine MP, on a /"(x) = <p(x) cl, par suite, 

NQ _ N'Q = NN' =. h [/-'(x) - /(X)] ^ [/-"(x) - -/'(x)] 

Si les deux courbes ont une tangente commune au point M, 
son inclinaison sur l’axe des x est déterminée par les 
coefficients angulaires /'(x), <p'(x), et l’on a, par consé- 
quent /"(x) = !p'(x) 

Cette condition étant satisfaite, l’équation précédente 
se réduit à 

~ 1 . 2~5 + e'h}]; 

« 

d’où l’on voit que la différence des ordonnées est une 
quantité du second ordre par rapport à A; on dit alors 
que les deux courbes ont un contact du premier ordre. 

Si les dérivées secondes /^"(x) et q)"(x) avaient aussi la 
même valeur au point commun, 1a différence des ordon- 
nées se réduirait à la quantité du troisième ordre par 
rapport sr /i , 

et il y aurait alors un contact du second ordre entre les 
deux courbes. 

En général , si l’on a au point M les conditions 
/•(X)=y(x), n^) = y'(x), /-» = /'(x).... /--(x) = ^"(x), 

S 
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la (lifTérence des ordonnées se réduira à la quantité 

qui est de l’ordre n -h i par rapport à A, et les deux 
courbes auront un contact du ordre en ce point. 

87. On démontre facilement que toute autre courbe 
A"B" ayant avec AB un contact d’un ordre moins élevé 
que la courbe A'B', s’en approche moins dans le voisinage 
du point M que cette dernière. Car, si on représente son 
équation par y = ipx, et qu’on suppose que le contact 
de cette troisième courbe avec AB soit de l’ordre ni, 
m étant plus petit que n, on aura 

f(x) = v^(ar) , f'{x) == 4j\x) f"{x) = ■4'“'(x) , 

et , par suite , 

/,m4-l 

NN"= ^ h- 6"'h)]. 

Prenant le rapport des distances NN', NN", on a 


NN' 

nF' 


Ln— m 

— ïT O*) - 

1 . 2 . . . (n 1 ) 

, 

(x + 6" h) — 4 T*-Ux + 6"’ h)] 


d’où il suit que non-seulement NN' est moindre que NN" 
pour de très-petites valeurs de h, mais que le rapport 
NN' 

peut devenir aussi petit qu’on voudra et a pour li- 
mite zéro. 

Ainsi, une autre courbe qui n’a pas avec AB un contact 
pu n^« ordre ne peut passer entre AB et A'B' ; le contact 
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est donc d’autant plus intime que l’ordre en est plus élevé. 

88. Ijorsque deux courbes ont un contact d’un ordre 
pair, elles jouissent de la propriété de se couper en même 
temps qu’elljes se touchent. C’est ce qu’on voit facilement 
par la forme de l’expression 

NN' = [/•"-*-' (x eh) — (x + 9' h)]-, 

1.2...(h - h 1)“ ^ ^ 

car, pour des valeurs très-petites positives ou négatives de 
h, le second facteur a le même signe que (x), 

mais si n est pair, la puissance impaire change de 
signe avec h , d’où il résulte que d’un côté de l’ordonnée 
MP la courbe A'B' est située au-dessous de AB, et de 
l’autre au-dessus de cette courbe. 

Si le contact est d’un ordre impair, l’expression précé- 
dente conserve le même signe lorsque celui de h change , 
ce qui montre que l’une des deux courbes embrasse l’autre. 




89. Supposons que y = ^(x) soit l’équation générale 
des courbes d’une espèce déterminée : cette équation con- 
tiendra un certain nombre de constantes arbitraires qu’on 
pourra déterminer en exprimant que la courbe a un con- 
tact de l’ordre le plus élevé possible avec une courbe 
donnée y =f(x). Si le nombre de ces constantes est n + i, 
l’ordre du contact sera n , et l’on aura les équations 

• f(x) = ?(x), f'{x)=-f'{x) /■"(x) = y-(x), 

dont le nombre est égal à celui des quantités à détermi- 
ner. On tirera donc de ces équations les valeurs des con- 
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slantes en fonction des coordonnées dn point de contact, 
et la courbe qui répondra à ces valeurs sera, de toutes 
les courbes de même espèce représentées par l’équation 
y == ^(x), celle qui aura avec la courbe y = f{x) le con- 
tact le plus intime. Elle se nomme Vosculatrice de cette 
dernière. 


0w eercte otcttimimur. 


90. Prenons pour exemple le cercle dont l’éqnation 
générale est 


(l — a)* -4- (y — üY — !?, 

a et P étant les cordonnées du centre et p le rayon. Le 
nombre des constantes est trois, donc le contact sera du 
second ordre. 

En différentiant deux fois cette équation par rapport 
à X, on a 

, . V du 

{x — a) -*■ {y — fi) 0, 


t/y* , , t/*y 


D’après la théorie précédente, il faut égaler les valeurs 

t’ % ces équations, respectivement 

à /■(x), /"'(x), f\x) et résoudre ensuite les équations résul- 
tantes par rapport à «, (3 et p. Mais on arrive au même 
résultat en tirant des équations précédentes les valeurs de 

, f/y d*y 

ces constantes, en y regardant x, y, comme se 
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rapportant au jwint de contact dans la cowbe y == f{x]^ 
On trouve ainsi 



I 

I 


/3 = . 


1 


dx* 


d*ÿ 

dr* 

dy* 

dx* 


d*y 

dx* 


5 




Ces expressions font connaître la position du centre du 
cercle osculateur et la grandeur de son rayon. On prendra 
le signe + ou le signe — , dans la dernière formule, sui- 
d*v 

vant que ^ est positif ou négatif. 

91. Il résulte de l’équation 


X 


a 


+ (y-/3) 


dx 


O 


que les coordonnées «, (3 du centre de courbure, satisfont 
à l’équation 

Y - y = — {X - x) ou X - X + (Y - y^ = O, 
dx 

qui est celle de la ib)rmale menée à la courbe au point de 
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contact. On en conclut que le centre du cercle osculateur 
est situé sur la normale; résultat qu’il était facile de pré- 
voir, puisque la courbe et le cercle osculateur ont une tan- 
gente commune au point de contact. 

92. Le cercle osculateur a, en général, avec la courbe 
un contact d’ordre pair, d’où il suit qu’il coupe la courbe 
en même temps qu’il la touche. Il peut arriver cependant 
qu’en certains points particuliers, le contact soit d’un 
ordre supérieur au second. C’est ce qui a lieu, par exemple, 
aux sommets d’une ellipse. En ces points il n’y a pas in- 
tersection si l’ordre du contact est impair. 


dm rou**6«ct*e. 


nayo9% mt 







Fig. 10. 

9ô. La courbure d'un are 
de courbe MM' est l’angle 
TIT' que font entre elles les 
tangentes menées aux ex- 
trémités de cet arc. Dans le 
cercle , cet angle , qui est 
o| T T' ^égal à celui que font entre 

eux les deux rayons CM, CM', menés par les deux points 
de contact, est proportionnel à l’arc MM'. Ainsi, dans un 
même cercle , le rapport de l’angle TIT' à l’arc MM' est 
une quantité constante qui est la mesure de la courbure 
de l’arc égal à l’unité de longueur, ou de ce qu’on appelle 
/n courbure du cercle. lùi désignant par R le rayon du 
cercle et par e et As l’angle TIT' et l’arc MM', on aura 

, f 1 . 

A.s — Rf, d’oii — ' 

AS R 
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d’où l’on voit que la courbure d’un cercle a pottr mesure 
la valeur inverse ^ • 

Dans une courbe quelconque le rapport — est une quan- 
tité qui varie avec la longueur de l’arc As que l’on con- 
sidère ; on l’appelle la courbure moyenne de cet arc , et l’on 
nomme rayon de courbure moyenne le rayon d’un cercle 
dont la courbure est égale à Ce rayon se détermine 
par la formule 



f 


Lorsque le point M' se rapproche indéfiniment du 
point M, le rapport ^ converge vers une limite qui est la 
courbure de la courbe au point M ; elle est la même que 
celle du cercle dont le rayon est 



Pour déterminer p en fonction des coordonnées du point M, 
nous remarquerons que l’angle e est égal à la différence 
des angles MTx, M'T'x; si l’on désigne par t le premier 
de ces angles, le second sera t+At, et l’on aura e = At; 

, As ds 

donc P == lim. - — -y-- 

^ At rit 


L’angle t a pour tangente trigonométrique ^ ou y'; on 
a donc 

dy' rfx* 


taiigf==y', t == arc tang I/', di ■ 


1 -t- j/'i </v* 


dx , 
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et, par suite, 

Jïl-±:É 

^ d^i/ dx iPy 

r/x* dx^ 


Il suit de là, que le rayon de courbure est égal à celui du 
cercle osculateur. C’est pour cette raison qu’on donne aussi 
à ce dernier le nom de cercle de courbure, et à son centre, 
celui de centre de courbure. 

C’angle infiniment petit dt déterminé par la formule 


di = 


dx'^ 
du'i 
^ dx'i 


dx 


est ce qu’on appelle angle de contingence ; il ne diflëre de 
l’angle des deux tangentes que d’une quantité infiniment 
petite du second ordre. 


CHAPITRE XIV. 

Thkurik des di^veloppées et des développantes. — Applica- 
tion AUX COURBES* DU SECOND ORDRE ET A LA CYCLOÏDE. 


Théorie ttea Héteioppéet et tiot liéaoioppmnlet. 

9A. On appelle développée le lieu géométrique des 
centres de courbure d’une courbe. Son équation s’obtient 
en éliminant les coordonnées x et y du point de contact 
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entre l'équation f[x, ÿ) = o de la«ourbe, et les équations 


lUj 


(6) 


“ -e (y — /3) -- =0, 
ax 


1 


f/x^ 


lu 




qui déterminent les coordonnées a, (3 du centre de cour- 
bure. La relation qu’on trouve ainsi entre» et |3, convient 
à tous les centres de courbure et, par conséquent, à la 
courbe qui en est le lieu géoméirique. 

9S. En regardant y comme une fonction de x donnée 
par l’équation de la courbe, les équations précédentes 
expriment « et j3 au moyen de la même variable; on peut 

donc en déduire les dérivées ^ ^ et, par suite, la dérivée 
de l’ordonnée (3 par rapport à ». 

En düTérentiant la première il vient 

(la (l3 dy 


\ 

(ix^ rfx* dx dx dx 


supprimant les termes qui se détruisent en vertu de la se- 
conde, on a simplement 

(IQ dy da 

7lx dx d x ’’ 

OU, ce qui revient au même 


d3 dy 
dx dx 

Fi((. II. 



1 = «. 

Il suit de cette équation 
que la tangente MT menée à 
la courbe est perpendiculaire 
à la tangente menée au point 
correspondant de sa dévelop- 
pée. Ainsi le rayon de cour- 
bure CM touche constamment 
cette dernière courbe. 
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96. Différenlions maintenant l’équation 

en y regardant «, P et p comme des fonctions de x; il 
viendra 



ou en supprimant les termes qui se détruisent en vertu 
de la première des équations (6), 


. tla , , (la 


dx 


Substituant à la place de « — x, (3 — ?/ et p les valeurs 
données par les formules (a) et supprimant le facteur 
commun 

(hfl 
^ dx* 
d^ ’ 

dx* 


on a 


da dy da 
dp dx dx dx . 



et si l’on y remplace ^ par 


(U 

(la 


, il vient, abstraction 


faite du signe , 


dp « / da* da* 

dx V dx* dx* 


ou 


dp = \/da* + (la*. 
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Mais si l’on représente par <7 l’arc AC de la développée , 
compté à partir d’un point fixe quelconque A, on aura 

(la = V' da^ -h 

et, par suite, 

dp = da, d {p — a) — O. 

La différentielle de p — o- étant toujours nulle , cette quan- 
tité doit se réduire à.une constante c, on a donc 

P — a = c. 

En désignant par p' et <r' ce que deviennent p et o- en un 
second point M' de la courbe , on aura de même 

p — a = c, 

et, par suite-, 

p — a — p' — a' d’où p' — p = a' — a. 

11 résulte de cette dernière équation que l’arc CC' compris 
entre deux points de la développée est égal en valeur 
absolue à la différence des rayons de courbure qui corres- 
pondent à ces points. 

Supposons maintenant qu’un fil flexible et inextensible 
d’une longueur égale à C'M' soit fixé par une de ses extré- 
mités au point C' et appliqué sur le rayon C'M'. Si ce fil 
restant toujours tendu vient à se mouvoir de manière 
qu’une partie s’enroule successivement sur l’arc CC', son 
extrémité libre décrira la courbe MM'; car, dans une posi- 
tion quelconque , la partie droite du fil est égale à la lon- 
gueur du rayon de courbure qui vient aboutir au point de 
la développée où elle est touchée par le fil. Ainsi, la 
courbe AC' peut servir, par le développement de ses arcs 
en ligne droite, à décrire la courbe MM'; c’est pour cette 
raison qu’on la nomme développée; la courbe décrite MM' 
est la développante de celle-ci. 
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On voit qu’une courbe n’a qu’une seule développée, 
mais qu’elle peut avoir une infinité do développantes, puis- 
qu’on peut allonger ou raccourcir arbitrairement le fil C'M'. 


jÊppUeallottt été» Ihéofi^ê |»*éeéifenle«. 


97. Considérons en premier lieu l’ellipse dont l’équa- 
tion est 

0*7* -t- 6*x* == a*i*. 

DifTérentiant deux fois de suite, on a 

0*0 - - 6 *x = 0 , 

(Ix 


a^y 


d\if 


/y* 


*M —T O* -4- />* = 0 . 


f/x* 


f/x* 


La première donne 

dy 6*x 

dx a^y 

Substituant cette valeur dans la seconde, il vient 

6 *(a*y* 4 - 6 *x*) = o, 

et, par suite , 

(f*7 h* 

dx* a*y^ 

Au moyen de ces valeurs, l’expression du rayon de cour- 
bure devient 

5 

(tt* »y* -4- 6* X*)* 
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et en comparant cette valeur à celle de la normali* 




V 


«* y* H- 6* X’ 


on trouve 




O* N’ 

~IÂ" 


Ainsi, dans l’ellipse, le rayon de courbure est égal au 
cube de la normale divisé par le carré du demi-para- 

mètre—. On démontre facilement que, dans les courbes 
a • ^ 

du second ordre, la projection de la normale sur l’un des 
rayons vecteurs est une quantité constante égale au demi- 
paramètre; donc, si l’on joint le point M au foyer F et 
qu’on abaisse sur MF la perpendiculaire NK, on aura 

MK — — . Mais le triangle rectancle MNK donne 

MN cos NMK ~ MK , ou N cos i — — , 

a 


en désignant par i l’angle NMK; la valeur précédenle de o 


devient ainsi 

r 


Fig. 14. 

.-y 



où elle coupe la normale 


N 

cos^ i 

Pour construire cette ex- 
pression , il suffit d’élever à 
la normale la perpendiculaire 
ND qui rencontre le rayon 
' vecteur MF prolongé en D, 
et de mener ensuite, par ce 
point, la droite DC perpendi- 
culairement à MD. Le pointe 
prolongée sera le centre de 
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courbure correspondant au point M ; car les triangles rec- 
tangles MCI), MND, donnent 

N MB N 

MD= MC = — . = — j-T’ 

cos I cos t cos - 1 

et, par suite, p = MC. 

98. Substituons maintenant les valeurs de-^, ^ dans 


la deuxième des formules (6), nous aurons 

»/ («* ÿ* -4- 6* a;^) 




a* h* 


d’où l’on tire 


/3 = 


ÿ [«‘ — ù* (a* /;* — a**)] 


a*ù* 

OU bien , en posant = c’^, 

5 = 


I y» 




On trouvera de la même manière 

c* 


On obtiendra l’équation de la développée en tirant des 
deux dernières les valeurs de x et de y, ce qui donne 


y = 


4 

i~ 

.5 


■ J X= 


3 3 

tt a 


et en les mettant dans l’équation de l’ellipse, on a ainsi 

3 3 2 3 4 

6® /3® = 
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Cette courbe est formée de quatre brandies placées sy- 
métriquement par rapport aux axes de l’ellipse. En fai- 

sant p=o, on trouve «= =b — , ce qui donne les deux 

points G, G', situés entre les foyers, où la courbe ren- 
contre l’axe des x, et il est facile de s’assurer qu’elle ne 
s’étend pas au delà de ces deux points. En posant a = o , 

on trouve P = ± — pour les ordonnées des points H, H' 

où elle rencontre l’axe des y. 

En différentiant deux fois de suite l’équation précédente, 
on trouve 


3 



a 


1 

3 




O, 


i * 3 4 

-a a 6/3 

3 3 da* 


6®iS 


d’où l’on tire 


1 

5 ^ 

da» 


O, 




d »/3 ? 

d«* ^ 


1 a® a 


da* 


36' 


Il suit de la dernière de ces équations que ~ a toujours 
le même signe que P; d’où l’on conclut que la courbe 
tourne partout sa convexité vers l’axe des x. 

Aux points G, G', on a p = o, et par suite ^ = o; aux 

jrt dct 

points H, H', on a a==o, et la dérivée -J- devient infinie; 
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d’où il suit que les axes sont tangents à la courbe aux 
quatre points de rencontre. 

Aux sommets de l’ellipse, les deux rayons de coiirburt' 

O* 6* 

sont — i donc, comme la longueur d’un arc de la dé- 
veloppée est égale à la différence des rayons de courbure 
extrêmes, on a ^ — •= — — pour la longueur de l’uno 

des quatre branches de la courbe. 

99. Pour étendre les résultats précédents à l’hyperlmle, 
il suffit de changer partout en — on trouve ainsi, 
pour le rayon de courbure, 

_ («y 4- h*x^f _ o»N^ 

^ fl* 

et, pour l’équation de la développée, 

3 2 3 3 3 

„Sa5 _ l,Ti + 

La construction du rayon de courbure est la même que 
dans l’ellipse. Une discussion analogue à la précédente 
fera voir que la développée se compose de deux branches 
infinies convexes vers l’axe transverse de l’hyperbole, et 
qui touchent cet axe en deux points, situés au delà des 
deux foyers. 

100. Considérons maintenant la parabole dont l’équa- 
tion est 

»/* , 

on aura 

dy P d'^i/ 

dx IJ dx^ 


P dij P* 

1 /'^ dx 


Digitized by Google 



CHAPITKK XIV. 


13 !» 


Substituant ces valeurs dans l’expression du rayon de 
courbure , on trouve 


P 


i2\* 




OU birn 


NS 

]P’ 


puisque la longueur de la normale est égale kV -t- 
Cette valeur de p se construit comme dans l’ellipse. 

Substituant la valeur des dérivées dans la 

dx «X* 

seconde des équations (6), on trouve 


d’où l’on tire 


On a de même 


,y-/3 = 




P^ 

X — a — — et par .su Ile x — ^x-t-p. 

Ces équations donnent 


4 2 



et en mettant ces valeurs dans l’équation de la parabole, 
il vient, après avoir supprimé le facteur p, 

p^ =^(a- p) ou /3* = {« — pf 

pour l’équation de la développée. 

!) 
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En (lifférenliant la première de ces équations , on a 

1 

fl" 

p5 


et, en différentianj une seconde fois, on trouve 

3 

«|ï/3 _ /3 " f 

il' 

3/ 3p" fl" 

11 suit de cette dernière équation que la courbe tourne par- 

. . d*fl c 

tout sa convexité vers l’axe des abscisses, puisque ^ cl P 

sont toujours de même signe. Au point où elle rencontre 

cet axe, on a (3 = o, a = /iet^ = o, donc la courbe est 

tangente à l’axe des x en ce point. 

101. Appliquons enfin cette théorie à la cycloïde. 

Nous avons trouvé (n“82), pour l’équation de cette 
courbe , 


X — a arc cos 


“ y _ v/2aiy — ÿ*. 


et pour la dérivée de l’ordonnée ÿ. 



On tire de là 


dx^ y ’ dx dx* 
et, par suite, 

dx'^ y® 


2a dy 
y* dx 
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y: 

I 



Ces valeurs donnent, pour le rayon de courbure, 

P =. 2 

a 

? 

Mais on a = AQ . AB — 2ay; donc V^^lay = AM. 
Ainsi, le rayon de courbure est égal au double de la nor- 
male, et l’on aura le centre de courbure M' en prenant 
AM' = AM. 

i02. Substituons maintenant les valeurs précédentes 
des dérivées ^ dans la seconde des formules (h), 
nous aurons 

y — ^ — = 2y, d’où y = — ^ ; 

? 


Digitized by Google 



on irouve ensuite 


CALCUL DIFFÉRENTIEL. 


/a„ 

ic — a=— 2y V/ 1 ==— 2 V/2«y — y*; 

■ ^ y 

X = « — 2 V — — 

Mettant ces valeurs dans l’équation de la cycloïde , on 
trouve 

“ <3 , , — — 

a — a arc cos *-V — 2a/3 — (3* 

a 

pour colle de la développée. Pour obtenir l’équation de 
cette courbe sous une forme plus simple , nous la rappor- 
terons aux deux axes O'y', OV, parallèles aux premiers; 
les coordonnées de la nouvelle origine seront et — 2re, 

et nous aurons 

œ = TU — x' , 0= — 2« y' , 

x' et y étant les nouvelles coordonnées du point M'. 

Ces valeurs changent l’équation précédente en 

y' — a , ■ ■ 

— x' — a arc cos 1- V 'iaij' — y'*, 

a 

OU 

x' = u|t — arc cos j — V' ’iay’ — y'*. 

Les cosinus de deux arcs supplémentaires sont égaux 

et de signes contraires, on a donc 

y' — n a — y' 

T — arc cos = arc cos 

a a 

ce qui donne enfin , pour l’équation de la développée, 
x' = n arc cos V' 2ay' — y'* ; 
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d’où il suit que la développée de la cycloide est une autre 
cycloïde identique à la première. 

103. On peut remarquer que le rayon de courbure est 
nul au point O; donc, l’arc OM' = MM' = 2l/2aÿ, et 
comme P'M'= PM = y, on voit que si l’on place l’origine 
des coordonnées au sommet O, en prenant pour axes 
Ox et Oÿ", la longueur de l’arc s = OM' sera donnée par 
la formule 

s — 'iV' ‘iay. 

En O' on a ÿ = 2«, ce qui donne pour la longueur de 
la demi-cycloïde. 


CHAPITRE XV. 

COUIIBËS l>LANBS ItAPPUHTÉES AUX COORDOXNÉES POLAIRES. — ÜÉ- 
TERniXATIO.N DE LA TA.VCE.XTE. SoüS-TANGENTE. SoUS- 

NORMALE. — Différentielle d’ux arc de courre. — Rayon 

ET CENTRE DE COUHDURE. 


|>fan«* rmpportée» mux coordonnée* potaO'e*. 


104. Prenons pour pèle l’origine O, et pour axe polaire 
l’axe des x,- la position d’un point M sera fixée par le 
rayon vecteur OM et par l’angle 9 que ce rayon fait avec 
cet axe. 

Iæ rayon vecteur que nous représenterons par r, est 
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toujours pris positivement, tandis que i’angle 0 peut 
prendre toutes les valeurs positives ou négatives. 

Le triangle rectangle 
OMP donne 
OP = OM cos MOP, 
MP = OM sin MOP, 

c’est-à-dire 

— (1 )x =r cosO,y = rsiii fl, 
et pour transformer en 
coordonnées polaires 
l’équation f{x,y) = o 
d’une courbe rapportée aux axes rectangulaires Ox, Oy, il 
suflira d’y substituer, à la place de x et y, les valeurs pré- 
cédentes, ce qui donnera 

f{r cos 6, r sin fl) = O ou 

Si la formule à transformer contenait aussi les dérivées 
il faudrait tirer des mêmes équations (1) les va- 
leurs de ces dérivées en fonction des dérivées de l’une des 
deux coordonnées polaires prises par rapport à l’autre. 

En prenant 0 pour variable indépendante et considérant 
r comme une fonction de 0 donnée par l’équation de la 
courbe , on trouve 


Fig. 14. 



dx dr dy dr 

— = — cüs fl — r sin 0, sin 0 -i- r cos fl, 

rffl do do do 


et, par suite. 


<jy 

dx 


dy 

!lL 

dx 

do 


dr 

— sin fl -4- r cos 0 
dû 


dr 

— - cos fl — r sin 5 
dû 
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Diirémitianl une seconde lois, il vient 


d*x 

d*r 


dr 

■ — 

_ 

cosfl — 2 

— sin 9 — r cos 0 , 


do* 


do 


d*r 


dr 

-- ^ 

— ■ — 

sin 9 -t- 2 

— cos 9 — r sin fl , 

do* 

do* 

do 


et en substituant ces valeurs dans la formule (n" 29), 

dx dy d*x 

ipy di do^ do do^ 
dx'^ dx^ 

on trouve, après quelques réductions, 

, dr* dh- 

r* 2 — r 

d*y do'* do* 

dx* Idr . \* 

— cos fl — r sin fl 
\do I 

On obtiendrait de la même manière les dérivées suivantes. 


tfèivrmtnmtion <fe to Umgenfe. — Sou»-Êattg«nle. — 
SktMt-Hottnalv. 


105. Pour mener la tangente en un point donné d’une 
courbe polaire, il suffit de connaître l’angle MQx qu’elle 
fait avec l’axe. En le désignant par t , on a 

dr . rdo 

— sin fl -i- r cos fl tanc fl 

do dr 

dr rdo ' 

— cosfl — rsinfl 1 — tanefl 

do dr 


dy 

fang T = ^ = 
dx 


Si l’on voulait avoir l’angle OMT = u que la tangente fait 
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avec le rayon vecteur mené au point de contact, on trou- 
verait 


« = r — 0 , 


langT — tanaO 

tanj< U = 5 O _ 

\ -4- tang T tang 0 




et en y substituant la valeur précédente de tangr, 


nie 


On arrive au même résultat par la géométrie, en considé- 
rant un second point M' situé dans le voisinage de M et 
dont nous représenterons les coordonnées par r -+- Ar et 
6 -I- A9: en décrivant du pôle O comme centre, avec un 
rayon égal à OM, l’arc de cercle MI, on aura 

M'l=Ar, MüJr' = i0, arrMl = rA9, 

et le triangle MIM' donnera 

sin MM'I _ MI _ Ml riO 
sin M'MI M'J r^(l m- 


Or, à mesure que le point M' s’approche du point M , 
l’angle MM'I ou SM'O tend vers TMO = u, tandis que 
l’angle M'IM a pour limite un angle droit; donc, l’angle 
M'MI a pour limite 90“ — u. D’un autre côté, la limite du 
rapport de la corde MI à l’arc rAQ est égal à l’unité; l’équa- 
tion précédente donnera donc, en égalant les limites des 
deux membres, 

rdo 

,ang« = -. 


lüO. Soit N'r une perpendiculaire menée au rayon vec- 
teur par le pôle O. La partie OT de cette droite, comprise 
entre le point O et le point où elle est rencontrée par la 
tangente est la sous-lninjcnte S,. La >ioiis-normule S„ est 
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la partie ON comprise entre l’origine et le point où elle est 
rencontrée par la normale. Les longueurs MT, MN sont 
la tangente T et la normale N. 

Le triangle MOT donne 

OT = OM lang OMT, MT = |/ôM* + OT* , 
c’est-à-dire 


Dans le triangle OMN on a de même 
OM 


do* 

i -4- r* — • 
dri 


ON = 


tang ONM 


. MN = l/0M* 


ON^ 


ou 


S 


n 



(h* 

1^' 


«I’mn arc tic eoarbc, 

107. La différentielle de l’arc de la courbe, que nous 
continuerons de représenter par s, s’obtient en substituant 
dans la formule 

ds — 1/ dx* -4- dy* 

les valeurs précédentes de dx et dy ; on trouve, après 
quelques réductions évidentes, 

ds ~ y' dr* -4- r*do*. 

La considération du triangle MI.M' conduit au même ré- 
sultat; car on a 


ou 


MM'*= Ml* -4- M'I* — 2MI.M I co.s MIM', 




Ml 
" MI 


(OS MIM'. 
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En observant que l'angle MIM' a pour limite un angle droit 
et que la limite du rapport des cordes MM', MI est égale à 
celle des arcs correspondants As et rAO, l’équation pré- 
cédente donnera en passant à la limite , 


ds* 


rVê* ’ 


d’où 


ds* = dr* 


ftayoH el «f« coHrAwre. 


108. Si l’on substitue les valeurs de exprimée.s 

en coordonnées polaires dans la formule 


s 



dx* 


on aura, après quelques réductions, 



Cette formule suffit pour déterminer le rayon de courbure 
ainsi que la position du centre de courbure sur la normale. 
On y arrive plus promptement en partant des formules 
(n» 93) 

ds 


et (n® 105) 


lang U = 


, ^ rdo 

lang (t — 0) == — . 
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lô'.t 


La dernière donne 


dr dr 

cot (r — a ) = — - , T = a arc cot — r 

rde rdn 


et, par suite, 
dr 


d. 


dh- dr^ 


Ut — do ■ 


rdo da* cia* 

— cia — do = 


H-f-2 


c/r* 


ci*r 

cia* 


i 


cir* 


c/r* 


cir* 


do. 


r*cia* cia* cia* 

Substituant cette valeur et celle de ds, trouvée dans le 
numéro précédent , dans l’équation 


ds 

^ dr ’ 


on retrouve la l'orinule 


3 

doy 


dr* d*r 

r* -c- 2 -r— — r 

de* do* 


SitpHealioHt. 

109. 1 “ Courbes du second degré. — Si l’on prend pour 
pôle l’un des foyers et pour axe polaire l’axe focal de la 
courbe , son équation sera 

J t — ecüsa 
r P 

d'où l’on tire, en différentiant deux fois de suite, 

1 dr e sin a 

r* do P 

1 d*r '2 dr* e cos 0 

r* do* )■* do* n 
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Celle dernière équalion, en y mellanl pour sa va- 

11 P 

leur lirée de l’équalion de la courbe, devienl 

P r 

1 (Pr 2 dr* _ 1 1 

r* do'* r* do* r p ’ 

d’où l’on lire , en mulliplianl les deux membres par r^, 

. dr* rd*r r® 

r* -H 2 — 

do* do* P 

On a donc, pour l’expression du rayon de courbure. 


e*r* 

r* H sin*9 


P 1 + 


e*r* sin*«W 

'' 1)2 l 


Fig. is. 



On irouve ensuile 

lang M= tang(r— 9)= — 

° ersine 

d’où 

. . V er sin 9 
cot (0 — t) = ! 

P 

el , par conséquenl, 


Uuig FMN = cotFMT == col(9 — ’’) = 


er sin 9 


En désignanl par i l’angle FMT , on a donc 


ersiti9 

langi= , cost=- 

P 


e*r* sin^ 9 


. cl, par suile. 


f- — , . 

COS® l 
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Si l’on compare cette valeur de p à celle que nous avons 
obtenue n“ 97, on eu conclura 


P 

cos® i 


N® 

P*’ 


d’où ;> = N cos i; 


donc la projection de la normale MN' sur le rayon vecteur 
est égale au demi-paramètre p, et le théorème énoncé 
n“ 97 se trouve démontré. 

HO. 2° Spirale d' Archimède. — Du pôle O comme cen- 
tre avec un rayon égal à a décrivons un cercle , et pre- 
nons le rayon vecteur OM égal à l’arc AB compris entre 
ce rayon et l’axe Ox ; M sera un point de la courbe. 


Si l’on désigne par G l’an- 
gle AOB, l’arc AB sera égal 
à 00 , et l’on aura 
oc r = o6 

pour l’équation de la courbe, 
qui fera une infinité de révolutions autour du pôle 0. On 

. , , . dr 

tire de cette équation — = a, et, par suite. 



tang U — tang OMT = 


rdi 

dr 



6 . 


11 suit de là que tang u croit indéfiniment avec G; donc u 
a pour limite 90®. Au pôle 0 on a 6=o et, par suite, «=o, 
d’où il suit que la courbe touche l’axe OA en ce point. • 
On a ensuite 

„ r* ^ . dr 

S, = OT = —— = 00 * = — , et S„ == ON = — — u. 
dr u d e 

On voit que la sous-normale est partout égale au rayon a, 
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ce qui donne un moyen très-simple de mener une tan- 
gente en un point donné de la courbe. 

m. Spirale hyperbolique. — Cette courbe est ainsi 
nommée à cause de la forme de son équation rO = a, qui 
est analogue à celle de l’hyperbole rapportée à ses asym- 
ptotes. Elle fait une infinité de révolutions autour du pôle 
dont elle s’approche indéfiniment sans jamais pouvoir 
l’atteindre; dans l’autre sens, elle a pour asymptote la 
droite AB menée parallèlement à l’axe Ojc à une distance 

Cl sin B 

égale à n. On a , en effet, MP = r sin 0 = — ~ , quantité 

moindre que a vers laquelle elle tend à mesure que s di- 
minue. 


Fig. 17. 



La sous-tangente est donc constante, ce qui offre un 
moyen facile de construire la tangente. 

H 2. 4° Spirale logarithmique. — Cette courbe remar- 
quable a pour équation 0=log— , ou, en désignant par « 
la base du système de logarithmes , 
r == wjo®. 

Pour 0 = O, on a r = m ; et puisque a est un nombre po- 
sitif plus grand que l’unité, à des valeurs positives de 0, 
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rcpondronl des valeurs de r plus grandes que m, qui 
croîtront indéfiniment avec G. Aux valeurs négatives de G 
qu’on portera en sens contraire des positives, correspon- 
dront des valeurs de r plus petites que m et qui converge- 
ront vers zéro, à mesure que G croîtra en valeur absolue. 
Donc, la courbe se compose d’une infinité de spires qui 
vont en s’agrandissant dans un sens, tandis que dans 1e 
sens opposé, elles convergent vers le point O. 


Fig 18. 





Différentiant deux lois de suite 


l’équation r — »ia®, il vient 

— = mlau^ = rla, 

(U ’ 

fi'if 

_ = >n(/a)* o® = r{la)^. 

On a donc pour l’angle OMT que 
le rayon vecteur fait avec la tan- 
gente , 


tang II 


rdo 1 

Ih 


Ainsi, la tangente fait partout le même angle avec le 

V 

rayon vecteur. On trouve, pour la sous - tangente 
et pour la sous-normale rla ; donc la normale est égale à 


y ^ J.Î = r -I- (fo)*. 


Quant au rayon de courbure, en substituant, dans la for- 

dr d^T 

mule obtenue n“ 108, les valeurs ci-dessus de-t- , ^ , on 
’ • df) d(P 


aura 


__ [r^ -I- (la) 


,Î12 


2r»(/a)* — r*(/a)ï 


r\/ \ ■+■ (/«)* 
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Donc le rayon de courbure est égal à la normale ON, ce 
qui donne un moyen facile de trouver l’équation de la 

développée. Soit, en effet, ON = r’ = Ha et G' -h 6 , 

r' et 0' seront les coordonnées du point N, centre de 
courbure de la spirale en M; on tire de ces équations 

r' T 

r = — > fl = 0 ) 

la 2 

et, en substituant ces valeurs dans l’équation r= ma , 
on aura 

6'—— log (/o) 

r' = mlaa * = ma ® 
pour celle de la développée. 

Si l’on prend pour axe polaire la droite Ox' faisant 
avec Ox un angle égal à ^ — log (/a), et qu’on désigne 
par G" l’angle x'ON, on aura G' — — log (la) j = G", et 

l’équation de la développée sera r' = ma^". Cette courbe 
est donc une spirale égale à la première. Si a est égal 
au nombre e, base des logarithmes népériens, on aura 
/e = 1, l{le) = O, d’où il suit que les axes de la spirale et 
de sa développée sont perpendiculaires l’un à l’autre. 
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Différentielles partielles et totales des fonctions de plu- 
sieurs VARIABLES INDÉPENDANTES. — DIFFÉRENTIELLES PAR- 
TIELLES ET TOTALES DES FONCTIONS IMPLICITES. — DÉRIVÉES 
PARTIELLES DES DIVERS ORDRES. — DIFFÉRENTIELLES TOTALES 

UES DIVERS ORDRES. DÉRIVÉES DES DIVERS ORDRES d'UNE 

rONCTIO.N IMPLICITE d’i'NE SEULE VARIABLE INDÉPENDANTE. 


ef fotteUont df« 


H3. Soit H~f(x, y) une fonction de deux variables 
indépendantes x et y auxquelles on peut attribuer des 
valeurs arbitraires quelconques, positives ou négatives. 
La dérivée de u prise d’après les règles ordinaires, en re- 
gardant X comme variable et y comme constant, se nomme 
la dérivée partielle de u par rapport à x; on la désigne 
indifféremment par l’une des notations 


du 

d'x' 


dfix, y) 
dx ■’ 


y)- 


Kn multipliant cette dérivée par dx, on a la différeiilielle 
partielle de u par rapport à x qu’on désigne par 

du . df(x, y) , > 1 

— dx, — dx, fl(x,y)dx. 

(IX dx 


On représente par des notations semblables la dérivée 

partielle et la différentielle partielle de m par rapport à y. 

. du du . . 

Il faut bien remarquer que signes qui 


10 
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servent à représenter les dérivées partielles de m en re- 
gardant X comme seule variable , ou y comme seule va- 
riable, et que les deux du qui se trouvent au numérateur, 
représentant, le premier la différentielle partielle de u par 
rapport à x, et le second, la différentielle partielle de la 
même fonction par rapport à y, ont des valeurs très-diffé- 
rentes. On doit donc bien se garder, pour éviter la con- 
fusion, de faire la réduction des expressions 


du 

Tx 


dx, 



par lesquelles nous représentons ces différentielles. 

114. Donnons maintenant à x et à ^ les accroissements 
arbitraires àx et Aÿ, l’accroissement correspondant de u 
sera 

4M = f{x -t- Aï, y ^ Aï) — /'(ï, y), 
et pourra être mis sous la forme (n“ 7) 

AM = [f.(x, y) + «] Aï + [/;'(ï Aï, y) -4- 0] ^y, 


cz et (3 étant des quantités qui s’évanouissent avec Ax ou Ay. 
La fonction fÿ[x-¥^x, y) se réduit à fy (x, y) pour Ax égal 
à zéro; on peut donc poser f',j{x-hAx,y)=fÿ{x,ij) -i- (3', 
(3' étant une quantité qui s’évanouit avec Ax. Donc, si l’on 
fait, pour abréger, (3 -i- (3' = a', l’équation précédente de- 
viendra 


am = /■^(ï, y) Aï + f’(x, y) MJ + <x^x + «Ay, 

ou 

du du 

AM = — AX -4- AM -4- «Aï -4- X AM- 

dx dy ^ 

Il suit de là que l’accroissement de la fonction u se com- 
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pose (le (leux parties distinctes; dans la première, 


du 


du 


Tx 7 /^ 


les accroissements des variables sont multipliés respecti- 
vement par les dérivées partielles de la fonction ; tandis 
que dans la seconde partie, ces accroissements sont mul- 
tipliés par des quantités a, a qui s’évanouissent avec Ax 
ou Aÿ. 

Quand on regarde Ak et Ay comme des quantités infini- 
ment petites, c’est-à-dire, comme des quantités variables 
ayant zéro pour limites, on les désigne par dx, dy; la pre- 
mière partie de l’accroissement de u devient alors 


du du 

— dx du 

dx dy 


et représente ce qu’on appelle la différentielle totale Ae n; 
en la désignant par du, on a donc 


du , du 
du = — — dx H — r- du. 
dx dy •’ 


Ces principes s’étendent sans peine aux fonctions d’un 
nombre quelconque de. variables. Ainsi, si l’on avait 


" = f{x, y,z . . .), 

on aurait, pour l’accroissement total de la fonction', 
du du du 

Ml — AX -(--r- Av ■+- AX ■+• ... - 4 - «AX -4- a.' MJ -+ a'^Z ... 
dx dy ^ dz ■’ 

et, pour la dilférentielle totale de w, 

du du du 

du — — dx + dy -t- - dz -e- 

dx dy ' dz 
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On conclut de là que la différentielle totale d’une fonc- 
tion d’ui\ nombre quelconque de variables indépendantes 
est égale à la somme des différentielles partielles de cette 
fonction par rapport à chacune de ces variables. 

Soit, par exemple, 

U — xy xz yz; 


on aura , pour les dérivées partielles de « , 


du du du 

- = u + s, -~z^X + Z, — 

dx dy dz 


X -t-y. 


ce qui donne 

— dx ={y z) dx dy = {x + z) dy, ^ dz = {x-t-y) dz 

lix ’ dy^ ' ^ dz 


pour les différentielles partielles de u, et 

du = (y -t- z) dx ■+ (x -i- z) dy {x + y)^ 


pour la différentielle totale. 

115. On démontre comme pour les fonctions d’une 
seule variable , que si l’on donne aux différentes variable’s 

les accroissements infiniment petits dx , dy, dz la limite 

du rapport de l’accroissement total Am de la fonction à 
la différentielle totale du est égale à l’unité. Car on a , pour 
l’accroissement total , 

» 

du , du , du , J , , „ , 

4M = — dx H MM -7- dz -t- .... -H aax -H a <iy -t- a ilz 

dx dy ^ dz 

et, pour la différentielle totale, 


du , dw du 

du — — dx H dy -r- — dz. 

dx dy dz 
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Divisant membre à membre ces équations , il vient 


AM 

du 


I 


adx - 4 - a'dy a'dz 


du du 

— ax H du 

dx dy 


1 -* 


a 

dx 


dx 


du , ‘ ' du du dy du dz 

dz . . . 1 

dz dx dy dx dz dx 

Mais les accroissements dx, dy, dz... étant entièrement ar- 
bitraires , les rapports sont des quantités qiiel- 


dx' dx 

conques; donc si les dérivées partielles^, 
sont pas toutes nulles, la fraction 


ne 


du 

dx 


a 1 

dx 

du dy 
dy dx 


. dz 


dx 

du dz 
dz dx 


convergera vers zéro en même temps que dx, dy, dz , 

puisque les quantités «, a" s’annulent en même 

temps que ces accroissements , et l’on aura 


AU 

lim — — t. 
du 


parIMiet ef iolaleê if«* /oHcMotM iÊHf>UeU»ê 
<fe rmrUabIft i§t4lép*méat*l0t. 

116. Soit l’équation 

f(x, y, ti) = o; 

U sera une fonction implicite des variables indépen- 
dantes X , y. 

Supposons (|ue l’on ait plus généralement 

v==-. f{x, y, u). 
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on aura, pour la différentielle totale de v. 


ilv — — ^ dx 
dx 



du 


du. 


Mais si la fonction v est assujettie à rester constammeiil 
nulle, on aura dv — o, on 


dx di/ 


du 


et celte équation qui ne laisse arbitraires que les diffé- 
rentielles dx, dy donnera pour la différentielle totale de u 

ii 

dx , du 

= 7T ür 

du du 


Si l’on compare cette équation à la suivante : 


on aura 


du du 

(lu == — dx -i- — du, 
dx dy ■’ 

_d/ d£ 

du dx du (iy 

dx df dy df 

du du 


Ainsi, les dérivées partielles de u sc déterminent au 
moyen des équations 

df du df df du df 

— 0 , — ^ -f- = O 

du dx dx du dy dy 

tpi’on obtient en dérivant l’équation f{x, y, u) — o par 
rapport à chacune des variables indépendantes', l’autre 
étant supposée constante. 
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Exemple : 


j:* V* 

— - 4 - -r- — — I 


i;>i 




xdx 


Cette équation donne 
du = 


a*M 


«dw 


dx 




dy 


pour la dilTérentielle totale de u en fonction de x, y, u et 


du c^x du 

dx a^u dy 

pour les dérivées partielles de u. 


h/^u 


Bét^vée* e( par-tMlet <f«« <l<cer-« oftirvê tie* 

foneUotu «le plMWewes eartotle* indép^nOantet. 

H7. Considérons toujours la fonction de deux variables 
indépendantes 

u = /(x, y). 

Une première dilTçren dation nous a donné les dérivées 

(lit dtt 

partielles de u par rapport à x et y. Itfais ^ et ^ étant 
elles-mêmes des fonctions de x et y, on peut les dériver 
par rapport aux deux variables , et l’on obtient ainsi les 
dérivées partielles du second ordre , 
du du 

^ dx dy d*u 

dy ’ dx ’ dy* 


d*u 

dx* 
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l.-ii 


rf. 


Nous désignons par 


du 

dx 


dy 


le résultat d’une première déri- 


vation par rapport à x suivie d’une seconde dérivation par 
rapport à y; pour plus de simplicité, on représente cette 

expression par l’ordre des différentielles dx, dy au 

dénominateur indiquant suffisamment l’ordre dans lequel 
on doit effectuer les dérivations de la fonction u. On repré- 

du 

sente de meme par — r- 1 expression — • 
dy dx dx 

Les dérivées du second ordre de la fonction u sont donc 


d*M ePu ePu (Pu 
rfx* dx dy dy dx dy^ 


auxquels correspondent les différentielles partielles du 
second ordre 


(Pu 

dx'^ 


dx*, 


(Pu 
dx dy 


dx dy. 


(Pu 
dy dx 


dydx. 


(Pu 

dy* 


dy* 


Dérivant de nouveau chacune des dérivées partielles du 
second ordre de u par rapport à x et r/, on obtiendra les 
dérivées partielles du troisième ordre qu’on représente de la 
même manière que les dérivées partielles du second ordre. 
d^u 

Ainsi , on désigne le résultat de deux dérivations 

successives de u par rapport à x suivies d’une dérivation 
par rapport à y. 

118. On démontre facilement que si l’on prend les dé- 
rivées partielles successives d’une fonction par rapport à 
diverses variables, l’on arrive toujours au même résultat, 
quel que soit l’ordre dans lequel on effectue les dérivations. 
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Considérons d’abord la fonction u = f{x, y) et prouvons 
que 


d*ii (Pu 
dx dy dy dx 


Pour cela nous donnerons à x l’accroissemenl Ax, ce qui 
fera prendre à u un accroissement partiel que nous dési- 
gnerons par Axt/; nous aurons ainsi 


^ f'(x -y £>x,y) — f{x, y) 

SX - SX . 


et la limite du rapport sera ■ 

SX dx 

Si l’on donne maintenant à y l’accroissement A^ et 


qu’on désigne par Ay l’accroissement que prendra la 

AxU 

lonction — , on aura 

SX 


SxU 

SX _ /(JT SX, y + sy) — f{x, y sy) — f(x - 4 - sx, y) -4- /(x, y) 
sy SX sy 

et l’expression 





‘‘y 


tendra vers la limite 


du 

dx d^u 
dy dxdy 


pour des valeurs décroissantes de Ax et A//. 

Mais si l’on donnait d'abord à y l’accroissement Ay, en 
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représentanl par Ayu l’accroissement correspondant de u, 
le rapport 

MJ MJ 

(lu 

aurait pour limite^. Faisant varier ensuite xen lui don- 
nant l’accroissement Ax, on aura de môme 

AyM 

^ y y ‘^y) — y) — y ^.v) y) 

AX ~ AX Aÿ 

dont la limite, pour des valeurs décroissantes de Ax et Ay, 
est 

du 

d . — 

dy d^u 

dx dy dx 

11 suit des équations précédentes qu’on a identiquement, 

quels que soient Ax et Ay, 

AxM AyM 

Am Ajj 

AX Ay 

A(/ AX ^ 

donc les limites de ces deux expressions sont aussi égales, 
et l’on a , par conséquent, 

dx dy dy dx 

L’ordre des dérivations n’inllue donc pas sur les résultats. 
Exemple : 

Soit H J/ X* -- 1/- 
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ih;; . 


nii aura 
du 

X 

du 

dx 

Pu 

^ f.y 

dx 

|/x* — y* 

dy 

dx dy 

(x*-y*)* 

du 

y 

du 



d^u 

xy 

dy 

1/x^ - if 

dx 

dy dx 

■ (x* — y‘4 


Il est facile d’étendre cette proposition aux dérivées 
partielles successives d'une fonction d’un nombre quel- 
conque de variables. C’est ainsi qu’en changeant l’ordre 
de deux de ces opérations successives , on a 

d^u du du du 

dxdydxdzdxj dxdxdydzdy dxdxdydydz dx^dy'^dz 


Biffér9êtHmn0» ioialet dm» dtwmr» ordi’m* d’utm foneiimn dm 
piMtimMft mmmiahtmt iMdmpmndanlm*. 


1 1 {). Nous avons trouvé 


du 

du — dx 

dx 


du 

dy 


dy, 


pour la diflérentielle totale d’une fonction de deux va- 
riables indépendantes, chacun des termes du second 
membre étant la différentielle partielle de « par rapport 
à 3c ou y. 

Prenant la différentielle totale de du, en regardant dx 
et dy comme constants, on a, pour la différentielle totale 
(lu second ordre de u, 


„ du 

(Pu = d. — dx 
dx 


du 

d. — du — 


\dx^ 


- dx 


(Pu 
dx dy 


dy] dx 


<■( 


(Pu dhi \ 

+ 7.:; dy j dy, 


'. dy dx 


dy^ 
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1 . 1 • . 
el, en observant = ’^î^ÿ' ** 


d*M 


dhi 

dx* 


d^u (Pu 

rfx* -r- 2 dx du ■*- — r rfw • 

dxdy d\f •’ 


Différentiant de nouveau par rapport à x et y, on obtient 
pour la différentielle totale du troisième ordre de u, 


^u • d*u 

dHt == ax® O — — — 

dx® dx* dy 


d^u , . (Pu , 
dx*dw -t- 3 - — r-:dxdy* dy®. 

^ dxdy* dy® ^ 


Il est facile de remarquer l’analogie de cette expression 
avec le développement d’un binôme, et d’étendre ces ré- 
sultats à un ordre quelconque. 

On trouverait des expressions analogues si le nombre 
des variables était supérieur à deux. 

Supposons, par exemple, que u soit fonction des trois 
variables x, y, z, on aura 


du du du 

du = — dx -t dy -\--—dz, 

dx dy dz 

(Pu = — - dx* — - dy* — 

dx* dy* 

d*u ^ d*u 

2 dxdz -t- 2-, — —dydz. 

dxdz dydz 


(Pu 

dz^+^- — —dxdy 
dz* dxdy 


10é»*é9ée» di90$*ê cf'tftte 


120. Soit l’équation 

/•(x, y) = 0 , 

y étant une fonction implicite de la variable x, et propo- 
sons-nous de déterminer les dérivées successives de y au 
moyen des dérivées partielles de la fonction f{x, y). 
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Différentiaiil une première fois l’équaliuii proposée, on a 
df df dy 

dx dy dx 


d’où l’on tire 


iL 

ày dx 

dx ■ 

y 

Üiiférentiant une seconde fois cette équation en regardant 
y comme une fonction de x, et en observant que 


on aura l’équation 


d*f d^f 

dxdy dydx ’ 


^ + 2 ^ ^ = O 

dx* dxdy dx dy* dx* dy dx* 

qui détermine la dérivée seconde en y substituant la 

valeur précédente de— .Une nouvelle différentiation don- 

nera une équation d’où l’on pourra tirer la valeur de-j-^, 

du d*y 

après y avoir substitué à la place de — et les valeurs 
déjà déterminées, et ainsi de suite. 
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CHAPITRE XVII. 


Extension de la formule de Taylor aux fonctions de plu- 
sieurs vARiARLEs. — Extension de la série de Maclaurin. 
— Maximums et minimums des fonctions de plusieurs va- 
riables indépendantes. 


Mxt^nêion de tm fer'm—te de «iMr feneîien* 

de plm9iemT9 eaeimhieê» 


121. Soit /"(x, y) une fonction de deux variables indé- 
pendantes ; donnons k x cl y les accroissements respec- 
tifs h et k, et proposons-nous de développer la fonction 
f{x + h, y-+- k) suivant les puissances des quantités h et k. 
Pour y parvenir nous changerons A en «A et A en a/c, puis 
nous développerons la fonction f{x-hah, y + <xk) suivant 
les puissances de a, et nous ferons a = 1 dans le résultat. 

Soit donc f{x a. h, y -4- a/) = F (a) ; on aura , d’après 
la formule de Maclaurin, 

F(a)=F(o)-i-aF'(o)-i- ;^F(o) -H “ F"-'(o) 

C2 t.2....(;t— I) 1.2... n 

Si l’on fait pour abréger 

z = x-i-ah, t—y-v-ak, 

on aura F(«) = f{z, t), et l’on obtiendra les dérivées 
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F'(a), F"(«) d’après la règle des fonctions composées 

n” 16 . 

En différentiant l’équation précédente par rapport à a . , 
on a donc 

df df 

¥'U]da = c/2 + — d/, 

dz dt 

d’où l’on tire, à cause de dz=hdix, dt=kda, 

F'(«) = -/*-+- 

dz dt 

Les différentielles secondes de 2 et / étant nulles, on aura 
pour la différentielle seconde de la fonction F(a) 

F"(a)c/«* = — ^ e/z* . 4 - 2 — ^ dz dt -r^dP, 

^ ' dz^ dzdt dp 

d’où l’on tire , en divisant par dcP, 

'' ’ dz^ dzdt dp 

Une troisième différentiation donnera 

^ ' dz^ dzytt dzddP dp 

et l’on aura généralement 

d"f d"t , , »((w — t) d"f , d"f' 

F" (a) = — - h" -4- H — h’~'k H — - — -- h“ 'A* .... - 4 - k". 

'' ' dz" dz'-'dt 1 .2 dz’^'dP dt." 


Si l’on fait maintenant « = 0, 0 et z se changeront res- 
pectivement en X et y et les dérivées partielles des seconds 
membres deviendront celles de la fonction f{x, y) par rap- 


Digitized by Google 



iUO 


CALCUL DIPKÉRKNTILX. 


port à X et à ÿ. On a donc 
F(o) =f{x,y), 


F'(o) 

F"(o) 


ax dy 


dx* 


h* -t- 2 


d^f 

dxdy 


hk 



F-‘(o) = 


d-^f 

dx"~‘ 


A"-' H- («— 1 


</"-*/• 

dx"~*dy 


h’'~*k 




d-'f 

dy"-' 


A"-*. 



Substituant ces expressions dans le développement de 
F (a) , on aura , en y faisant a = 1 , 


f{x + h, y*-k)r:= f{x, y) ^ 


ÛL 

dy 


k 


_i_Æ 

1.2 idx3 


A2 + 2 


ÜL 

dxdy 


hk+^k* 

dyi 



i Idr-'f 

H [ h"-' + (h — 1 ) 

1.2(n— 1) Wx— ' ' ' 

i (d"f, d"f 

H h" ■+■ n — — -- 

1.2...M\rfz" dz^^'dt 


d-'f 

dx'-^dy 


h^-'k 


dy"-' 


k"-' 


) 


h"-'k + — 

dt" }x-*-6h, y + ik; 


en ayant soin de remplacer dans les termes de la dernière 
ligne, qui expriment le reste de la série, z parx -+- GA, et 
t par y + Bk. 

On peut étendre sans difliculté cette formule au cas 
où la fonction contiendrait un nombre quelconque de va- 
riables indépendantes auxquelles on donnerait des accrois- 
sements. 

122. La formule {a) qui est la série de Taylor étendue 
à deux variables, subsiste tant que les dérivées partielles 
des ordres inférieurs au /(""'de la fonction f(x, y), restent 
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finies pour les valeurs de x et de y que l’on considère, et 
que les dérivées partielles du n™' ordre restent finies et 
continues entre les limites x et x-i-A , y et y -h k. Lorsque 
le reste diminue à mesure que n augmente et a pour limite 
zéro, la série prolongée indéfiniment est convergente et a 
pour somme f{x-+-h, y-t-k). 

On peut démontrer, comme pour les fonctions d’une 
seule variable , qu’en prenant h et k assez petits , le reste 
de la série peut devenir, en valeur absolue , moindre que 
le terme qui précède. Car si l’on prend le rapport du reste 
de la série (a) au terme précédent, et qu’on divise haut et 
bas par A"-* , on aura 

£ï**„^t* 

1 dz” dz”-*dt dt" \hJ 

dx"-* ^ ” dx^-^dy d/-' \hJ 

expression qui diminue avec h et k et a pour limite zéro. 

Kæletuton tlt> la for*t*al« de Maelaut'ia. 


123. La formule (a) donne aussi le développement de la 
fonction f{x, y) suivant les puissances des variables x, y. 
Car en y faisant x=o, y=o,et remplaçant les lettres h 
et k respectivement par les lettres x y, il vient : 




... . 


dxdy dy^ 


y*)” 


jrhyn-A 

. 5 ...(«— l)\rfa;«-» dx"-^dy dy"-'^ I 


1.2 


t .2 


1 ld”f’ „ dY 

:i...»\dz’‘ dz^-'dl dl’‘ ' jox, 






II 
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ICi 

, , rf/; d/; dY. 

ou nous représentons par ^ .... ce que de- 

viennent les dérivées partielles-^, ^ quand on y 
fait a; = O, ÿ = o. On aura soin .de changer z en 0x, et < 
en By dans les termes de la dernière ligne qui forment le 
reste. ^ 


aÊmximttm» ef minimttmt dei fonctiong d» pituiettf 
««•rteMe* indépendtmte». 


124. On appelle maximum d’une fcnetion de deux va- 
riables indépendantes f[x, y) toute valeur particulière, 
réelle qui surpasse toutes celles qu’elle prend lorsqu’on 
donne aux variables x et y des accroissements très-petits, 
positifs ou négatifs. Si, au contraire, la fonction était con- 
stamment moindre que toutes les valeurs voisines, on 
dirait qu’elle est un mininum. Ainsi, pour que la fonction 
soit un maximum, il faut que la différence 


f{x H- /i,y -4- A) —f{x,y) 


soit négative pour toutes les valeurs très-petites, positives 
ou négatives de h et de A. 

Dans le cas du minimum , cette expression doit être tou- 
jours positive. 

En supposant que les dérivées des deux premiers ordres 
restent finies dans le voisinage des valeurs de x et de y, 
on a par la formule de Taylor, en désignant par R le reste 
de la série. 


df 

l\x + h, y + k) — f(x, y)^—h 


dy 


k 


J_/^ 
I.“2 \dx^ 


Ai 


(txdy 


lik -t 


d,f 


Ai 


R. 
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Pour des valeurs suffisamment petites de h et de k, le signe 
du second membre est le même que celui de la somme des 
termes du premier degré ; 


dx dy 


Mais cette quantité change de signe avec h et k; il faut 
donc, pour que f{x, y) soit un maximum ou un minimum, 
que l’on ait 


dx 


h 



et comme h et k sont des accroissements arbitraires, in- 
dépendants l’un de l’autre, cette équation entraîne néces- 
sairement les deux suivantes : 


(«) 


I 


qui serviront à déterminer x et y. 

Ces deux conditions, qui sont communes aux maximums 
et aux minimums, expriment que la différentielle totale 
fif* lîf 

-J- dx ■+■ J- dy doit être nulle, quelles que soient les diffé- 
rentielles dx, dy. 

f25. Quand elles sont satisfaites, on a 


/■(* k, j) » ( 


dxdy 


hk 


dy^ } 


R, 


et les valeurs de x et de y, tirées des équations (a), doivent 
être telles que le second membre conserve toujours le 
même signe pour de très-petites valeurs de h et de k. 
Mais si les trois dérivées partielles du second ordre de la 
fonction f[x, y) ne sont pas toutes nulles pour ces valeurs , 
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le signe (lu second membre finira par être le même que 
celui du trinôme 


dx* 


/i* 


dxdy 


hk 


dy^ 


qu’on obtient en changeant dx et dy respectivement en h 
et k dans la différentielle totale du deuxième ordre de la 
fonction f(x, y). Il faut donc que ce trinôme, ou la quan- 
tité de même singe 

. g \ 

dx*\kl dxdy k dy* 

soit constamment positive ou négative , quel que soit le 

rapport y. Or, on sait qu’il faut pour cela que les valeurs 
h ^ 

dey qui rendent nul ce trinôme soient imaginaires, c’est- 
k 

à-dire que l’on ait 

dYdY 

dx* dy* \ dxdy ) 

Quand cette inégalité est satisfaite, ce qui exige que 
d*f d*f 

d^' dy* de même signe, le trinôme ne peut jamais 
ni devenir nul , ni changer de signe , et la fonction sera 

yif (lif- 

un maximum si ^ et sont négatifs, et un minimum 

s’ils sont positifs. 

Si les valeurs de x et de y, tirées des équations (o) , 
rendent nulles les trois dérivées partielles du second ordre, 
elles ne répondront à un maximum ou à un minimum que 
si les dérivées du troisième ordre s’évanouissent aussi pour 
les mêmes valeurs. 11 faut en outre, dans ce cas, que la 
somme des termes du quatrième degré ne puisse pas 
changer de signe. 
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126. Les notions précédentes s'étendent sans peine à 
une fonction de plus de deux variables indépendantes. Soit, 
par exemple, la fonction de trois variables f{x, y, s), on 
aura 


f{x -4- /t,y l) — f{x,y, z) = 


dx dy dz 


ri( 


dx'^ 




dÿ^ dz^ 


dH , (fif ,, rf*/ 

— lik+2—- /(/- 4 - 2 — — 

dxdy dxdz dydz 


W UR; 


et pour que le second membre ne change pas de signe avec 
A, k, l, il faut que l’on ^ ^ ^ ^ ® > équa- 

tion qui ne peut être satisfaite qu’en posant 






puisque les accroissements h, k, l sont arbitraires. Ces 
équations qui déterminent . les valeurs de x, y,z, qui 
rendent la fonction proposée un maximum ou un mini- 
mum, expriment que la différentielle totale 


^Idx. 

dx 


dy dz 


est nulle, quelles que soient les valeurs des différentielles 
des variables indépendantes x, y, z. 

127. En outre de ces conditions , il faut que le polynôme 


rfx* 


A* 


dy* dz* dxdy 


hk 




d*f 

dydz 


kl, 


c’est-à-dire la différentielle totale du second ordre de 
/■(x, y, z), dans laquelle on remplace dx, dy, dz respecti- 
vement par h, k, l, soit constamment de même signe pour 
toutes les valeurs réelles de h , k, et t. 
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Posons, pour abréger, J = p,j=<i, et écrivons ce po- 
lynôme divisé par P de la manière suivante : 

Ayj* -V- 2Bpr/ ■+- Ci/* -e 2Dp h- 2Eqr 4 - K. 

Si l’on fait 

B7 4-D = G, h- 2E(/ + F = H, 
il prendra la forme 

Ap* 4 - 2Gp 4 - H , 

d’où l’on conclut qu’il ne conservera le même signe que 
si les racines de l’équation 

Ap’ 4 - 2Gp 4 - H = O 

sont toujours imaginaires , ce qui donne la condition 
AH — G* > O, 

ou, en substituant à G et à H leurs valeurs et réduisant, 
(AC - B*)9* 4- 2(AE — BD)ç 4 - AF — D*> O. 

Cette inégalité sera satisfaite, quel que soit q, si le binôme 
AC — B2 est positif et si les valeurs de q qui annulent ce 
trinôme sont imaginaires. On a donc les deux conditions ; 

AC — B* > O, (AC — Bî) (AF — D») - ( AE — BD)* > o, 

qui exigent que A, C et F soient de même signe. 

Quand elles sont satisfaites , le signe du polynôme est 
toujours le même que celui de A ; d’où l’on conclut que 
la fonction f{x, y, z) sera un maximum si A est négatif 
et un minimum si A est positif. 

i28. Considérons maintenant le cas d’une fonction 
f{x,y,z .... l) de m H- n variables liées entre elles par 
équations de condition 

(I) L=n, M = .), N = o 
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de sorte que « de ces variables seulement restent indépen- 
dantes. Si, en tirant de ces équations les valeurs de m va- 
riables, on les substituait dans la fonction f{x, y, z ), 

celle-ci ne contiendrait plus que les n variables indépen- 
dantes non éliminées, et l'on obtiendrait la condition du 
maximum ou du minimum en égalant à zéro la dilTé- 
renticllc totale de cette fonction. 

Mais on arrive à la même équation en égalant à zéro 

la différentielle totale de la fonction f{x, y, z ), prise 

par rapport à toutes les variables, en regardant les m va- 
riables dépendantes comme des fonctions des n autres. 

La condition du maximum ou du minimum est donc 


( 2 ) 


H. 


dy 



== O, 


et après y avoir substitué à la place des différentielles 
4es variables dépendantes leurs valeurs tirées des équa- 
tions (1), on égalera à zéro les coefficients des différen- 
tielles qui y resteront. On aura ainsi n équations qui, 
jointes aux m équations (1), serviront à déterminer les 
valeurs des n» h- n variables qui rendent la fonction 
f\x, y, z ) un maximum ou un minimum. 

Différentions donc les équations (1), il viendra 


dL , rfL , dl , 

— dx -*• — du ■*- — dz — O, 

dx dy dz 

... , dM . dM . dM . 

(•>; i — dx ■+- — dy -J- dz == o , 

dx dy dz 

dN , dN , dN , 

— dx-i- —dti+ ,-dz =«, 

dx dy dz 


Au lieu de résoudre ces équations par rapport aux diffé- 
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reiilielles qu’on veut éliminer, on peut présenter les cal- 
culs d’une manière plus simple et plus symétrique. 

Pour cela, on ajoute à l’équation (2) les équations (3) 
multipliées respectivement par les facteurs indéterminés 
fx, y , ce qui donne 



et l’on détermine les coefficients X, [x, y , .... , de manière 
que les différentielles des variables dépendantes disparais- 
sent de cette équation. Mais comme on doit ensuite égaler’’ 
à zéro les coefficients des différentielles qui restent, on voit 
qu’on est amené à égaler à zéro les coefficients de toutes 
les différentielles, ce qui donne les m -h n équations 


( 4 ) 


df dL dM dxN 

' À -4- fJi H- V 

dx dx dx dx 

df dL dM dN 

- — -4- > -4- -4- V 

dy dy dy dy 

df dL dM dN 

h i — -f- ft H- y 

dz dz dz dz 


qui, jointes aux équations (1), serviront à déterminer les m 

inconnues À, fji, y et les m ■+- n variables x, y, z 

129. On peut présenter la théorie précédente d’une 
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autre manière. Quand on calcule le maximum ou le mini- 
mum de la fonction 

F(x, y, Z . . .) = f{x, y, z . . iL -t- ;tiM -i- yN . . . , 

en supposant toutes les variables indépendantes, on est 
conduit aux équations (4), et en les résolvant par rapport 

à X , y, Z on trouve des valeurs qui contiennent les 

facteurs u, x Mais au lieu de considérer ces quan- 

tités comme ayant des valeurs constantes données, on 
peut les déterminer en assujettissant x, y, z à satis- 

faire aux équations 

L = o, M = O, N = O . . . . 

La fonction F(x, y, z ) se réduit alors à f[x, y, z ), 

et les valeurs de x, y, z ainsi déterminées, correspon- 

dent à un maximum ou à un minimum de cette fonction. 

Pour distinguer le maximum du minimum, on détermine 
le signe de la somme des termes du second ordre de l’ac- 
croissement de la fonction f{x, y, z ) H- + yM -t- vN.... 

quand on y change x, y, a#... en x -i- /t, y-^k, z-\- l 

Applications : 

150. 1° Soit 

f{x, y) = (x — o)* -H (y — 6)* + (x — y)*, 

on aura 

df = 2 (2x — y — a)dx ^ {^ly — x — b) dy, 

et les équations 

2x — y — a = O, 2y — x — b ==o 

donneront 

' 2(( -i- b 2b H- U 

X = 5 II — ■ 

5 ô 
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En formant la différentielle totale du second ordre , on 
trouve 

<fif = 4dx* — fidx dy 


On voit que ^ et sont positifs, et que la condition 

IÆ.]\ O 

dx^dy^ \dxdyl 

est satisfaite. La fonction proposée devient donc un mi- 
nimum, et en y substituant les valeurs de x et y, on 

(a -6)* 

trouve ^ — ;; 

0 

2® Soit 

y) — ^.y — y*, 

on aura 

y (a* - 2x* — y*) ^ ac (a* - - 2y*) 

f/a* — X* — y* \/ a* — x* — y* 


et les équations 

m 

1 

1 

II 

a* — X* — 

donneront 

a 

a 

x= — > 



Pour former la dérivée ~ nous ferons — 2x^ — y'^= u, 

V . 

et — = t); on aura ainsi 

f/a* — X* — y* 



(Pf du dv 
et 3-^ = V— -f- M — ; 
dx* dx dx 


mais M s’évanouissant en y substituant les valeurs de æ et y 
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qu’on vient de trouver, on peut se bornera faire varier u, 


ce qui donnera 




ixy 

4(t 

dx® 

f/fl® — X® — y® 

1/3 

On aura de même 



dV 

4xy 

4a 

dy* 

1 

1 

1 


dv 

2y® 

2a 

dx dy 

1/ a* — X* — y* 

1/3 


La condition ^ ^ >o est satisfaite, et 

d2f dY 

'd^’'d~ï sont négatifs; donc il y a un maximum égal 

O® 

à -77-; le contraire a lieu si l’on prend le radical 1/3 avec 
3k 3 

le signe moins. 

3” Soit f[x, y, z) = xyz (1 — ax'^ — by^ — cz^), a, b, c 
étant des nombres positifs^ on aura 


dx 

ÿ. 

dij 

dz 


— — yz (3ax* ■+■ by^ + cz^ — 1 ) , 
= — xz(ox* - 4 - 3fcy* -H cz® — I), 
= — xy (ax* -t- 6y* -+- 3cz* — 1 ) ; 


égalant à zéro ces expressions , on trouve, abstraction faite 
des solutions qui annulent la fonction f{x, y, z), 

1 1 i 

^ y = 2 • 

K^ l^nc 
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Prenons la dérivée du second ordre, eu ayant égard à la 
remarque faite dans l’exemple précédent, on aura 

dH „ 6a d^f ,,, , 21/^ 

dx* lil/Uabc dxdy nV^abc 

On trouvera des valeurs analogues pour les autres déri- 

vées partielles, et le polynôme 

Ap" ^Bpq -+- Cq^ -4- 2Dp -i- 2Eg F 

deviendra , après la suppression du facteur commun 

2 

5V/3«l»c 

3ap* -t- 21/ abpq ■+■ Zbq* -i- 2j/ acp 2l/6c^ -4- 3c. 

On s’assure facilement que les conditions du n® 127 sont 
satisfaites; donc la fonction devient un maximum, puis- 

que-^ est négatif. 

4® Soit enfin 

f(x, y, Z ) = a*x -*-b*y + c^z..., . 

et supposons que les variables x, y, z soient liées entre 
elles par la condition 

X* -4- ÿS -4- Z® 1=0. 

Multiplions le premier membre de cette équation par — ^ 

ü 

et formons la fonction 

i • 

F(x, y, Z ....) = a^x b’^y -f- c*z.... — — (x® -t-y® -4-z® .... — 1), 

O 

on aura 

dF = (o* — ix'*) dx-4-(<)* — il/*) dy-*-{c ^ — \z'^)dz 


à 
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(l’où 

(I* — /a:* = O, 


a 




■ iz ■■ 


O 


c 



Subsliluant ces valeurs dans l’équation 

jr* -4- 1/^ -4- — 1 — O, 

on trouve 

a® -4- 6* -4- . . . 


et, par suite, 
a 

8 ,-. — .. • y = 


■ 1 = 0 , 1 / J = K a* ' 4 - -4- c® . . . 


V' a® -4- 6® -4- c®... j/n® -f- 6® -4- c®... V/a®-4-6®-4-c®... 


■> etc. 


Au moyen de ces valeurs, la fonction f(x, y, z ) devient 

3 

(a® -4- 6® -4- C® )®. 

Prenant la différentielle totale du second ordre de 

F(x,y, Z ) et rempla(;ant dx, dy, dz respectivement 

par h, k, l , on trouve 

— i. (/i*x -4* k'y ); 

cette expression est négative, quelles que soient les va- 
leurs A, k, l lorsqu’on prend pour®, y, z les valeurs 

positives; donc la fonction devient un maximum pour ces 
valeurs : le contraire a lieu lorsqu’on prend V\ avec le 
signe — . 


% 
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Exercices : 

1" Trouver dans l'intérieur d’un triangle un point tel 
que le produit des perpendiculaires abaissées de ce point 
sur les trois côtés soit un maximum ; 

2“ Trouver un point tel que la somme de ses distances 
à trois points donnés soit un minimum; 

3" De tous les parallélépipèdes rectangles de même vo- 
lume, quel est celui dont la surface est un mimimum? 

4° Quel est le minimum de la fonction 

) X» -t- y» + Z* 

en supposant que les variables soient liées entre elles par 
la condition 



5° Dans un triangle donné inscrire un autre triangle 
dont le périmètre soit un minimum; 

6“ Trouver dans l’intérieur d’une pyramide triangulaire 
un point tel que le produit des perpendiculaires abaissées 
de ce point sur les quatre faces soit un maximum. 


« 
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CHAPITRE XVlll. 

COI.'RBES A DOUBLE COURBURE. — EQUATIONS DE LA TANGENTE. 

— Plan normal. — Différentielle d’un arc de courbe. — 
Plan o.sculateur. — Normale principale. 


131. Soient x, y, z les coordonnées d’un point M rap- 
porté à trois axes Ox, Oy, Oz; on sait que le lieu géomé- 
trique des points dont les coordonnées satisfont à l’équa- 
tion à trois variables 

f{x, y, s) O 

est une surface dont la nature dépend de la forme de la 
fonction f{x, y, z). 

Une équation à deux variables représente une surface 
cylindrique parrallèle à l’axe des coordonnées qui n’entrent 
pas dans l’équation ; ainsi f{x, y) = o est l’équation d’une 
surface cylindrique parallèle à l’axe des z, dont la trace, 
sur le plan xy, est représentée par la même équation. 

Deux équations 

f(x, y, =) = o, F(x, y, z) = o, 

considérées simultanément, c’est-à-dire dans lesquelles 
les variables ont à la fois les mêmes valeurs, appartiennent 
à la ligne droite ou courbe qui résulte de l’intersection des 
deux surfaces représentées par ces équations. 

On emploie de préférence des surfaces cylindriques pa- 
rallèles aux axes coordonnés dont les équations ne ren- 


% 
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Icrment chacune que deux variables et représentent les 
projections de la courbe sur les plans coordonnés. 

La courbe est dite à double courbure lorsque tous ses 
points ne sont pas dans un même plan. 


JSywaNvn* <fe la fangenfe. 


132. Prenons la coordonnée z pour variable indépen- 
dante et représentons par 

0) y = 

les équations des projections de la courbe sur les plans 

xz, y Z. 

Soient x, y, z les coordonnées d’un point M de la courbe 
etx-+-Ax, y + Ay, z-+-Az celles d’un point voisin M', 
les équations de la sécante MM' seront 


AX 

AZ 


(Z-=), Y- 


y=-^(Z-z), 


Fig. 19. 



X, Y, z étant les coordonnées 
courantes. Si l’on suppose que 
le point M' se rapproche in- 
définiment du point M, la sé- 
cante MM' deviendra la tan- 
gente à la courbe au point M 
et les coefficients angulaires 

^ ^ convergeront vers les 


limites ^ dont on obtient les valeurs par la dififé- 
dz dz 

renliation des équations 


a; =?("), y = 
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Les équations de la tangente sont donc 


(o) X — i = ^(Z— z), 


dy 


et l’on voit que les projections de la tangente sont tan- 
gentes aux projections de la courbe , ce qui résulte d’ail- 
leurs de ce que le point N' s’approche indéfiniment du 
point N à mesure que M' s’approche du point M. 

■ 133. Si la courbe est définie par deux équations à trois 
variables 

y, = y, 2) = o, 

on en déduira, par la difiérentiation 

df dx df dy df 

dx dz dy dz dz 

dF dx dF dy dF 

l dx dz ^ dy dz ^ dz ° ’ 

et l’on obtiendra les équations de la tangente en tirant de 
ces dernières les valeurs de pour les reporter dans 
les équations (a). 

Mais on peut aussi tirer des équations (a) les valeurs 
dx dy 


( 2 ) 


■ = o, 


de 


dz 


, ce qui donne 

dx X — X 
dz 


Z — Z 


dz 


Y-!/ 


et les substituer dans les équations (2); on trouve ainsi 
les équations 


dx 


(X-x) 


df df 

^(Y-.v)-.^(Z-z)=o, 


dF dF dF 
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qui sont celles de deux plans dont l’intersection détermine 
la tangente. 


Fig. 20. 



y/ 


134. Supposons mainte- 
nant que les plans coordon- 
nés soient rectangulaires et 
désignons par |3', 7 ' les 
angles que la corde MM' fait 
avec les axes Ox, Oy, Oz. Si 
l’on construit le parallélépi- 
pède AMBC en menant par 


les points M et M' six plans parallèles aux plans coor- 
donnés, ses arêtes seront AM — Ax, BM= Ay, CM — Az, 
et l’on aura 


MM' = V AX* Ay* AZ*. 

,, AM 

Mais le triangle rectangle AMM' donne cos AMM = 
c’est-à-dire 

AX 


AX 


AZ 


CO S a = 


on aura de même 

' i 


û>' = 


AZ 


; COS y 




1 


Si l’on passe à la limite en faisant décroître Az indéfini- 
ment, les angles Ç>', -/ tendront vers ceux que la tan- 
gente fait avec les axes coordonnés, et en les désignant 
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par a , (i , y, on aura 
<!x 
dz 


•lu 


- /dx^ du* 


cos û 


vos y 


011 bi<5ii 
(6) ros a — 


dx 


V' dx* H- dy* ■+■ dz* 


vos y 


_ 

dz 

\/- 
V dz* 

du* 

\ 

V dz* 

du* 

dz* 

fl 

rfy 

Vdx* ■ 

+- djj* dz* 

r— . 

dz 


V' dx* -f- rfy® -H rf^* 


nar»taf. 


135. On appelle plan normal à une courbe celui qui 
est perpendiculaire à la tangente au point de contact. Dé- 
signons par X, Y, Z les coordonnées courantes, l’équation 
d’un plan passant par le point x, //, z sera de la forme 


A (X — æ) -4. B (Y — y) + C(Z — «) = o, 

et pour que ce plan soit perpendiculaire à la tangente 
représentée par les équations 


X — 




on doit avoir 


A rfj B rfy 


Substituant ces valeurs dans l’équation 
aura, pour celle du plan normal. 


précédente on 


, dx du 


ou 


(f) {X — æ) rfx + ( Y — y ) rfy H- (Z — j) rfs =r 
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af’NH awe cfe 



Fig. ïl. 

156. Désignons par s l’arc 
de courbe AM compté à par- 
tir du point fixe A jusqu’au 
point M ayant pour coordon- 
nées X, y, z; l’arc s dont nous 
^ allons chercher la différen- 
tielle, est une fonction des 
coordonnées du point M ou 
de Z seulement, puisqu’en 
vertu des équations de la 
courbe, x cl y sont des fonctions déterminées de z. 
Soient x-h àx, y -h Ay, z + Az les coordonnées d’un 
point M' très-voisin de M, et PP' la projection de l’arc MM' 
sur le plan xy. Menons, suivant MP, un plan tangent au 
cylindre projetant MM'P'P; ce plan contiendra la tan- 
gente à la courbe en M, et la tangente menée en P à la 
courbe PP'. Développons ensuite le cylindre sur ce plan, 
l’arc MM' deviendra, sans changer de longueur, l’arc de 
courbe plane MM", et l’arc PP' deviendra la droite PF'. 
Désignons par As et As' les arcs MM' et PF, et menons MQ 
parallèlement à PP". Puisque les points M' et M" sont à 
égale distance du plan xy, on aura M"Q = Az; mais 
MQ = PP" = As'; donc la corde MM" = VAs'^ -h Az^. 
Il est d’ailleurs facile de voir que la corde PP' est égale 
à FAx^-)-Aÿi; mais on a démontré (n“ 85) que la limite 
du rapport d’un arc de courbe plane à sa corde est égale 

. . AS ÙS' 

à l’unité; donc les expressions — . , — — 

F as'* AZ* F AZ* -y- Ay* 

convergent vers l’unité à mesure que Az s’approche de 

zéro. 
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En désignant par a le second de ces rapports, on a 
= -4- ây*); 

substituant cette valeur dans la première expression , elle 
devient 


AS 


■+■ ày*) -+■ A:* 

ou en divisant haut et bas par Az, 


AS 




I. 


{'assaut à la limite , on a donc 

ds 

dz 


\/\ 


dx* 


dy* 

dz^ 


= I, 


d’où 


(d) 


— = \ 

V dz* 


d^ 

dz* 




lim 


ds = 1/ dx* -4- dy* -4- dz*. 

Il suit de là que la limite du rapport d’un arc de courbe 
à double courbure à sa corde est égale à l’unité; car on a 
arc MM' as ds 


MM' 


: lim. 


1/ 


AX* 


- = 1 . 


Ay* -4- AZ* V dx* -4- dy* -4- dz* 

Au moyen de la valeur précédente de ds, les cosinus des 
angles que la tangente fait avec les trois axes peuvent 
s’exprimer ainsi. 


(e) 


cos « = ■ 


dx 

ds 


cos 0 ■ 


ds ' 


COS "V = 


dz 

ds 
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137. Soient x, y, z les coor- 
données d’un point quelconque 
M de la courbe AMB, rapportée 
aux axes Ox, Oy, Oz ; l’équation 
d’un plan ST passant par ce 
^ point sera de la l'orme 

/ (I) A(X-x)-f-B(Y-y) 

s/' -f- C{Z — z)—o, 

X, Y, Z étant les coordonnées courantes. 

Soient x -i- Ax, y h- ^y, r h- Ac les coordonnées d’un se- 
cond point M' situé dans le voisinage de M, et abaissons 
de ce point la perpendiculaire M'P sur le plan ST ; l’ex- 
pression analytique de la distance 5 du point M' à ce plan, 
sera 

Ava; + Bam -t- 
S = — ^ ^ — • 

t/A* -H B» -4- C2 

Faisons pour abréger 

" "" l/A* -f- B* -4- ci ’ ^ ~ V\^ -4- -4- C* ’ |/Â* 4- B* -4- 

a, b, c représenteront les cosinus des angles que le plan 
fait avec les plans coordonnés yz, xz, xy, cl l’on pourra 
écrire 

(?=«AX -4- bày -4- CA2J 

divisant les deux membres de l’équation (1) par 
|/A» -4- B» H- C* 
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on aura aussi 


(3) «(X — x)-t-6(Y — y) + c{'l — z) — o 

pour I équation du plan. Cela posé , la formule de Taylor 
donne 


5X — ^Z- 


A iy = A Z 


dx 

dz 

dz 



a el [i étant deux quantités qui s’évanouissent avec Ar. 
On aura donc 



d’où l’on voit que d est, en général, du premier ordre par 
rapport à la düTérence Az; mais si l’on assujettit les coelTi- 
cients a, c ù la condition 


w 


dx di/ 


•+- c — O, 


^ se réduira à 


Az*r /d^x 

r.2L* 



qui est du second ordre par rapport à Az, et la courbe 
aura avec le plan ST un contact du premier ordre. 

Il existe donc une infinité de plans qui ont avec la 
courbe un contact du premier ordre, puisque l’équation (4) 

laisse indéterminé l’un des rapports mais on peut 

démontrer que tous ces plans passent par la tangente 
menée à la courbe au |*oint M. En effet, les équations de 
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cette tangente sont 

X — X = — (Z 
dz 


z), Y-y 


dz 


(Z -Z), 


et pour qu’elle soit située dans le plan ST, les valeurs 
X — X, Y — y doivent satisfaire à l’équation 

a (X — x) b(Y — y) H- c (Z — z) — o, 
quel que soit Z — z, ce qui donne 



On retrouve ainsi l’équation (4) en supprimant le fac- 
teur Z — Z. 

Si l’on joint à l’équation (4) la condition 


i'o) 


a 


(l*x , (Py 


la valeur de d, en poussant le développement jusqu’aux 
termçs du 5""* ordre, devient 


<; 


Az’ r / «pjc 
1 ^ 1 “ 




a' et [5' étant des quantités qui s’évanouissent avec Az. 

La distance S est alors du troisième ordre par rapport à Az, 
et l’on'dit que le plan a avec la courbe un contact du se- 
cond ordre. Si les dérivées ne sont pas nullcs 

az* dz* ‘ 

toutes les deux, les équations (4) et (5) suffisent pour dé- 
terminer les rapports de deux des coefficients a, b, c au 
troisième. On en tire 

d*y d*x 

n dz* b dz* 

f dy d*x dx d*y ’ c dy d*x dx d*y 

Izl^ ~ Tzl^~ lzd^ 
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et en substituant ces valeurs dans l’équation (5) mise sous 
la forme 

a b 

-(X — x) H (Y — y) Z — Z — O, 

c f 


on trouve 




pour l’équation du plan unique qui a, avec la courbe, un 
contact du second ordre. On le nomme plan oscillateur. 

On trouve le même plan lorsqu’on cherche la limite des 
plans passant par la tangente et par un autre point qui se 
rapproche indéfiniment du point de contact. En effet, pour 
que le point M' soit situé dans le plan , il faut que ses 
coordonnées x + ùix, y -i- Ay, z Lz satisfassent à 
l’équation (5) , ce qui donnera 


aax -4- 6iiy -t- caz = o, 

qui se réduit à 


/ 



= 0 , 


en vertu de l’équation (4). Si le point M' tend vers le 
point M, cette équation devient à la limite 


d*x . d*y 

a -TT h TT = 0 )■ 

dz* dz* 


les rapports ^ sont donc déterminés par les équations (4) 

et (S), et l’on trouve l’équation du plan osculateur. On ob- 
tient encore le plan osculateur lorsqu’on cherche la limite 
vers laquelle tend le plan qui passe par trois points voisins 
d’une «ourbe qui se rapprochent indéfiniment. 

138. On démontre facilement, comme nous l’avons 
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déjà fait pour les courbes planes , qu’aucun plan ne peut 
passer entre la courbe et le plan oscillateur dans le voisi- 
nage du point M , et que le contact du plan avec la courbe 
est le "plus intime possible. 

On voit aussi que lî change de signe avec Az, d’où l’on 
conclut que le plan osculateur coupe la courbe en même 
temps qu’il la touche en M, c’est-à-dire que les deux 
branches qui se réunissent en M sont situées de part et 

d’autre de ce plan. Il peut arriver cependant, qu’en cer- 

ffix dhi 

tains points de la courbe on ait — = o, ^ = o; l’équa- 
tion (o) doit alors être remplacée par l’équation 


d^x 

« — Z 

dz^ 







et la valeur de ^ devient 




AZ* 

1 . 2 . 3 . 4 


r / , ' 

O -4- JC ' 


L \dZ* ; 

1 [dzi JJ 


Le contact est alors du troisième ordre, et il est facile de 
voir que à conserve le même signe lorsque celui de Az 
change; les deux branches de la courbe sont donc situées 
du même côté du plan osculateur dans le voisinage du 
point M. 

139. Nous avons pris, dans ce qui précède, z pour va- 
riable indépendante. On arrive à des formules plus sy- 
métriques en considérant x,'y, z comme des fonctions 
d’une variable indépendante t. On trouve alors 
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fi, 7 étant des quantités qui s’évanouissent avec At. 
Substituant ces valeurs dans celle de d, il vient 



En égalant à zéro les ternies des deux premiers ordres 
par rapport à Al, on a les équations 


dz (Px (Pif (Pz 

c a — — I) — ^ -t- c - — = O, 

(Il ’ dp dp iPl ’ 


dx du 

U — h — 

dt dt 

OU , en prenant les différentielles, 

adx ■+- bd y ■+■ cdz = o, aiPx -+- b(Py -+- cfPz — o. 
On en tire 

a dy (Pz — dz (Py b dz tPx — dx (Pz 

r. dxcPy — dy (Px c dxdPy — dy(Px’ 


ce qui donne, pour l'équation du plan osculateur, 

(f) {dyd'^z — dzdhf) (X — x) (dzd^x — dxcPz) (Y — y) 

-t- {dxd^y — dyd^x) (Z — z) —o. 

En prenant z pour variable indépendante, on a d*z = o, 
et l’on retrouve l’équation (») 

140. Les équations (6) qui donnent les valeurs des rap- 

ports ^ , jointes à l’équation a* H- + = 1, suflisenl 

pour déterminer a, b, c; mais l’équation (/") donne immé- 
diatement ces valeurs, et si l’on désigne par l, y-, v les 
angles dont les cosinus sont a, b, c, angles qui sont égaux 
à ceux qu’une normale au plan osculateur l'ait avec les 
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axes Ox, Oÿ, Os, on aura 

, , dydH — dzd'^y dzd*x— “dxd’z dxd*i/ — dyd^x 

Iq) cosi=— =-,cos^= ,cosi/= 

D D D 

en faisant pour abréger 

D =|/(dyrf*z — dzdhj)^ •+• (dzd*x — dxd^z)^ -+- (dxd*y — dÿd^x)^. 


IVofnutte pt'lncipaM», 

141. Toute droite qui, passant par le point M , est située 
dans le plan normal en ce point, est une normale à la 
courbe. La normale principale est celle qui est située 
dans le plan oscplateur; elle est donc déterminée par les 
équations 

dx{X — x) -+- dy (Y — y) -t-dz (Z — z) = o, 

A (X— x) + B (Y — y) 4- C (Z — z) = o, 

dont la première est celle du plan normal et la seconde 
celle du plan osculateur, en faisant pour abréger 

A = dyd*z — dzePy, B=dzd*x — dxd’z, C = dxcPy — dycPx. 

Éliminant X — x, Y — y, entre ces équations, on trouve 
pour celles de la normale principale 

/IX X— X Y— y Z-z 

(h) = — • 

Rdz — Cdy Cdx — Adz kdy — Bdx 

On peut présenter ces équations sous une forme plus 
simple ; en remplaçant B et C par leurs valeurs, il vient 

Bdz — Cdy = (dy* -h dz’) iPx — {dyd'y h- dzd‘z) dx ; 
mais d«2 == dx^ + dy^ -+■ dz^, et, par suite, 
dsd*,s = dx(Px ■+■ dyd^y -i- dzd*z. 
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Au moyen de ces valeurs, on trouve 

Brfî —Cdy — (ds*-^ (/x*) (Px — (dscPs — dx(Px) dx 


dx 

= (/.s {dsd^x — dxdh) = ds^d. — ■ 


Ou a de môme 


Cdx 


■ Adz = ds'^d. — ^ » 
ds 

dz 

Ady — B</x = ds^d. — > 

el les équations de la normale deviennent ainsi 

X — X Y — y Z — Z 

dz ‘ 


(S) 


dx 

"''ih 




d.- 

ds 


Si l’on a égard à l’équation ds'^ = dx* -+- dtj^ ■+■ dz'^, on 
trouvera sans peine 

{B(/z — Cdÿ)* {Cdx — Adz)* (Ady — Bdx)* = A* (dy* -t- dz*) 
-4- B* (dx* + dz*) -t- C* (dx* + dy*) — 2ABdx dy — 2ACdxdz 
— 2BCdydz = (A* + B* -t- C*) du* — (Adx -f- Bdy Cdz)*. 

Mais on peut s’assurer que Adx ■+■ Bdy -+■ Cdz est nul 
identiquement; donc 

- c. = (4,^)’^ (,i.^ )’]. 

et le dénominateur Ddu numéro précédent, devient 




dzj* 
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CHAPITRE XIX. 

CoîiTACT DES COURBES A DOUBLE COURBURE. — CeRCLE OSCULA- 

TEUR. — Courbure des courbes. — Seconde courbure ou 
TORSION. — Application a l’hélice. 


0M eoHlaet rowt^e* ü dotthle eoui'hurr. 

Fig. *5 

142. Soient AB, A'B’ deux 
courbes dans l’espace ayant un 
® point commun M. Désignons 
par X, Y, Z les coordonnées 

^ d’un point quelconque de la 

première courbe, par x, y, z 
celles d’un point quelconque 
de la seconde , et considérons 
ces coordonnées comme étant des fonctions d’une certaine 
variable indépendante t, qui sera, si l’on veut, la distance 
de ces points à un plan fixe. Au point M commun aux 
deux courbes , on a 

(t) x = x, Y = y, z = z, 

et si l’on donne à t l’accroissement très-petit A/, ces coor- 
données deviendront 

X AX, Y AY, 7. AZ, 

X Ax, y ^y, Z -I- AZ, 

et appartiendront respectivement aux points M' et M", 
situés sur les deux courbes dans le voisinage du point M. 
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En désignant par ù la distance des points M' M", on 
aura 

cf= V' {s\ — àX)^ -4- ( AY — Aÿ)* -4- (AZ — Aj)*; 

mais le théorème de Taylor donne 


f/.X 


AX = At — 

(Il 


^ dH 

ÎÜ'dÂ 


dx 


AX = A f — 

dt 


At* f/*X 

Ë2 7F 


et, par suite, 

AX — AX == A 

Posons pour abréger 


1 dx 

f/x\ 


^/*x 

(i*x\ 


"dtl 

1.2 

\'dP~ 

~7pI 


dx 

dt 


dx 

dt' 


(Px 

dp 


</% 

dp' 


a, (>lc. 


viendra 


AX — AX : 


(lit 


S P 


et si l’on fait 


ds 


(Pv 

iPy ,, 

= h , ele. 

dt 

dt 

dp 

dp 

di 

dz 

iPz 

(Pz 



.... — — ç 



; — = c , etc. 

dt 

dt 

dp 

dp 


on aura de même 


AY — AM = b^t -4- h' — - 

1.2 

àp 

AZ — AZ = r,\t -4- c' — 

1.2 
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et, par suite, 



Il suit de là que d est en général du premier ordre par 
rapport à M et aux accroissements des variables x, y, z. 
Mais si l’on aa — o, b = o, c — o, c’est-à-dire 

</x f/x dv dy dz dz 

dt~~dï’ ~di~'di’ dl~ dt' 


la valeur précédente de à se réduit à l’expression 



qui est du second ordre par rapport à At ; dans ce cas , 
les deux courbes ont un contact du premier ordre , et il 
résulte des équations (2] , qui donnent 

d\ dx dv dy 

dz dz dz dz ’ 

qu’elles ont une tangente commune au point M. 

Si l’on avait aussi a' = o, b'—o, c' = o, c’est-à-dire 


d*x d*x d*v d*z ^ 

dl* dt* ’ dt* df’ dt* dt* . 


la valeur de 3 deviendrait 


V il. 2. 3 / \1.2.3 / U. 2. 5 I 


expression qui est du troisième ordre par rapport à At, 
et le contact des deux courbes serait du second ordre. 
Généralement , si l’on suppose que les dérivées succes- 
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sives (les variahles de mcîme nom jusqu’à œlles de l’ordre n 
inclusivement soient égales, $ sera du n"™' ordre par rap- 
port à At, et les courbes auront en M un contact du 
m(îmc ordre. 

L’ordre du contact est indépendant du choix de la va- 
riable t, et l’on démontre facilement au moyen des règles 
que nous avons données n” 29 pour le changement de la 
variable indépendante, que si les équations (2), (3), etc., 
ont lieu pour la variable t, elles subsistent généralement, 
quelle que soit cette variable. 

Si l’on prend la troisi(*mo coordonnée pour variable in- 
dépendante, on aura 

t = z = Z, lit ■= riz ~ ilz, iPz = d*z = O, 

et les conditions (2) et (3) se réduiront à 


dx 

dx 


d*x 

dz 

^77' 

dz^ 

~ dz* 

d\ 


fp\ 

(P,l 

dz 

dz' 

dz* 



d’où il résulte que quand deux courbes à double courbure 
ont un contact de l’ordre n, leurs projections sur les plans 
coordonnés ont un contact du même ordre. 


143. On dit qu’une couib4> d’une certaine espèce est 
une osculatrice d’une courbe donnée , lorsqu’on a déter- 
miné les coefficients arbitraires que contiennent les équa- 
tions générales des courl)es de cette espèce, de manière 
que le contact avec. la courbe donnée soit le plus élevé 
pos.sible. Appliquons ces notions au cercle dont nous 

15 
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représenterons les équations par celles d’une sphère et 
,r„n plan passant par son centre, Si l’on des.gne par 
a, P, 7 les coordonnées du centre et par p le rajon de la 
sphère, les équations du cercle seront 

(1) (x -«)* + (y + 

(2) A(x-«) -r-B(î/-/3)-r-C(z-r) = o- 

Dilférentiant ces équations deux fois de suite, on aura 

( 3 ) (x— a)dx H- (y — 3) rfy -4- (z— r)rf'=®> 

(4) (x-«)rf% 1- (y-i3)d^y-H (z-r) rf^^-e 

( 3 ^ Alix -4 Brfy -t- Crfz = o , 

(( 5 ) Arf^x-i- Brf^y Crf*z = o , 

et les conditions (1) , (2) et (5) du numéro précédent seront 
satisfaites, si l’on remplace dans ces équations les va- 
riables X, y, Z, par les coordonnées du point donné et 
leurs dérivées par celles qu’on tire des équations de cett 

courbe. , .. 

Les six équations précédentes suflisent^pour determinei 

les constantes a, p, y, p et les rapports ^ ’ q > donc le cercle 

osculateur a avec la courbe un contact du second ordre. 

Si l’on compare les équations (5) et (6), qui déterminent Us 

rapports^, à celles qne nous avons obtenues n” 159, 

on reconnaîtra que le plan de ce cercle n est autre chose 
que le plan osculateur. D’un autre côté, 1 équation (3), en 
y regardant «, (3, y comme des coordonnées courantes, 
représente le plan normal mené à la courbe au poiiit de 
contact; donc le centre du cercle osculateur est situé sur 
l’intersection de ce plan avec le plan. oscillateur, cest-à- 
clire sur la normale principale. 
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I li. Kn iiyani ('‘gard aux valeurs de A , B, C, qui sont 
A=ilyifiz—tlz(l^if, H=(lz(Px—(lxd^z, C—(lxd^y—dyd*x, 
et résolvant les équations (2), (3) et (A), on trouvera sans 
jieine, pour les coordonnées du centre du cercle osculateur, 

(Mz — Cdy)rls‘^ 

-rBÎTT* ’ 

(Olx — A(lz)ds^ 

{Ad;/ — Bdj) ds* 



substituant ces valeui-s dans l’équation (1), on trouve 
(n" 141), pour le rayon p, 

P 


ou 


V A-^ + B^ -t- a 


ds^ 


1/ (rfy d^z — dz d‘*y)^ +■ (dz d*x — dx d^z)^ -c (rfx d'^tj — rfy rf^x)^ 

En vertu des l'ormules obtenues n" 141, on peut écrire ces 
expressions de la manière suivante : 

' dx 


(/•■) 


rf. 


a ~ X = 


<{. 


^ — .y = p'^ 


Y — î = f * 


dx 

Tx^’ 

rfy 

ds 


(iü 

rfs ’ 
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Si l’on désigne par l, m, n les angles que forme le 
rayon du cercle osculateur, prolongé à partir du point M 
de la courbe vers le centre, on aura ,en observant que les 
projections de ce rayon sur les axes sont 



cos / = - 


et, par suite. 


■X, & — y, y— Z, 

B-y 


c’os m — ■ 


cos n 


y — Z 
P 


(m) cos 1= P 


dx 

ds 


cos m = P 


“■I "-T 

ds ds 

, cos n— 0 - 


ds 


ds 


0e ta c»Ht*6Mre roMV'bea. 


Fig. 94. 


I /I' 


H 


, ,T 14Î). Considérons deux 

\ / 

J points M et M' d’une courbe 
y" à double courbure, séparés 
X par l’arc MM' = As, et dé- 
signons par w l’angle formé 
par les deux tangentes mc- 
- nées à la courbe aux extré- 
mités de cet arc. On appelle 
courbure de la courbe an 
point M, la limite du rap- 
port ~ lorsque M' se rapproche indéfiniment du point M. 


O •_ 
/ 


y- 
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La valeur inverse de cette limite est le rayon de cour- 
bure en M ; en le désignant par p, on aura 


Soit 


AS P 




«étant une quantité qui s’évanouit avec As, on pourra écrire 

ds AS 

" = — (I 

P (is 


mais (1 -t- ap) a pour limite l’unité lorsque As tend vers 
zéro; donc le rapport de l’angle «à — converge indélini- 

p 

ment vers l’unité. 

On appelle angle de contingence, l’angle infiniment 
(Is 

petit — ; on peut donc prendre pour l’angle de contin* 

P 

gence, l’angle que font entre elles les deux tangentes 
menées aux extrémités d’un arc inliniment petit. 

Comme les tangentes menées aux extrémités de l’arc 
MM' ne sont pas dans un même plan , l’angle u est égal 
à celui de deux droites qui leur seraient menées parallèle- 
ment par un même point; soient 01, 01' ces deux droites, 
et prenons 01 = 1, 01' = 1; le triangle OU' donnera 
ir = 2 sin i m; mais si l’on représente par a, b, c les coor- 
données du point I et par a, b', c' celles du point I', on 
aura 

11' = \/{u' — a)* + [b'— 1>Y+ (c' — ^ 
et, jiar suite, 

2 sin i « = {b’ __ 6 )* + (c' — cf. 
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A cause de 01 = 1, les quantités a, b, c, qui représentent 
les projections de la droite 01 sur les trois axes coordon- 
nés, sont égales, respectivement, aux cosinus des angles 
que la tangente MT fait avec ces axes. Les coordonnées 
du point M étant x,y,z et x-i-Ax, z + Az 

celles du point M', on aura 



et, par suite , 



d’où l’on tire, en passant à la limite. 


(n) liin - = - 

AS P 



U.ÿ\ 


ds 


f/dzY 


ds j 


d. 


ds 


\ ds 


Il suit de là que le rayon de courbure est égal au rayon 
du cercle osculateur. 


SeeoHéfe eo4Nit*èM»*e om 

146. En désignant par /, y., v les angles que la nor- 
male au plan osculateur en M fait avec les trois axes coor- 
donnés, nous avons trouvé (ir 140) 

ABC 
ro.s i = — ) cos = — > ros v — — ■ 
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En désignaiil par 

A A 11 • B C 

I-A — > HA — » — 

1) U I) DD 


A 


C, 


D 


ce ([lie devienncnl ces cosinus pour la normale au plan 
oscillateur en un point voisin M', on aura, d’après le 
numéro précédent , 


Ü sii) i e ■■ 


1 

1 i 

1 C\» 

Li — 1 + 

A — I -1- 

A— ; 

1 D/ 

\ DI ' 

^ d; 


£ désignant l’angle des deux normales qui est égal à celui 
des deux plans. 

On appelle torsion ou seconde courbure la limite du 
rapport —lorsque As tend vers zéro, et rayon de torsion 
l’inverse de ce rapport; en le désignant par p', on aura 
donc 

Iiin — = 

• AS P 

(is 

l’angle inliniment petit - , estdit l’anj/ede torsion. On peut 

démontrer, comme dans le numéro précédent, que la limite 
(Is 

du rapport de e à — est égale à l’unité; ainsi, l’on peut 

prendre pour l’angle de torsion , l’angle de deux plans 

osculateurs successifs. 

Mettant l’équation précédente sous la forme 
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011 aura, en passant à la limite, 



Pour exprimer p' en l'onction îles coordonnées du point M , 
nous remarquerons que 

^ A Df/A — Ai/D B DrfB — Bf/D C DdC— Ciil) 

ce qui donne , pour la quantité sous le radical 

7/s»1p ^ -+■ '*■ (A* + B* -t- C«)i/D2 

— 2DrfI) (ArfA -4- BrfB CdC) ] , 
ou bien, à cause de 

Di = Ai B* + Ci, D(iD = AdA -f- B</B -e CdC, 

[(Ai-t- Bi-+- C*) (dA*+ dBi - 4 - dC*) - (AdA + BdB + CdC)*] , 

expression qu’on peut mettre sous la forme 

~ — [(BdC — CdB)* + (CdA — AdC)* h- (AdB — BdA)*]. 
ds* D* 

On a 

rfA=dÿd*z — dzd^y, dU—dzd^x — dxd^z, dC=dxd'»/ — di/d^x 
et en posant, pour abréger, 

E = dx(rfiyd’z — dijd*y) -t- dt/{d*zd^x —d^x d^z) + dz {d'^x d^y — d'^yd^x), 
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on trouve sans |>cinc 

BdC — Crfli = E(/a, 
Cil A — AdC =- Edy, 
Af/B — Bf/A = Edz; 

donc 


Si la torsion est nulle, tous les plans oscillateurs 
coïncident et la courbe est plane; on reconnaît donc 
ipi’une courbe est plane lorsque la condition 

(7) = •> 

est satisfaite. Si l’on prend z comme variable indépen- 
dante, cette équation de condition se réduit à 

(/•) iPx iPy — (fitj d^x — 0. 


ÆppHrmiioHs 4i i*Mét4ee» 

147. On appelle /ié//ce la çourlie tracée sur un cylindre 
droit à base circulaire ijui coupe toutes les arêtes de cette 
surface sous le même angle. On l’obtient en enroulant sur 
le cylindre un plan dans lequel on a tracé une droite in- 
déflnie AB; si cette droite n’est pas perpendiculaire aux 
génératrices, elle s’appliquera sur la surface cylindrique 
suivant une hélice. 

Prenons pour axe des z Taxe du cylindre, pour axe 
des X la droite OA passant par le point A où la courlie. perce 
le plan des xy, et pour axe des y la perpendiculaire Oij au 
plan aOz. Soient x, y, z les coordonnées du point M de la 
courbe, R le rayon du cylindre, t l’angle AOP, et m la tan- 
gente de l’angle que la droite AB fait avec l’axe des x; si 
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l’on prend AP' égal à l’arc AP = Rf, le Iriangle rectangle 
AM'P' donnera M'P' = AP' lang P'AM', c’est-à-dire 

(1) 3 = HIR/. 


Fig. as. 



On a ensuite dans le triangle OPQ 
(1) a; = R cos t, ÿ= R siii f; 

et si l’on élimine t entre ces équa- 
tions, on aura pour celles des pro- 
jections de l’hélice sur les plans 
coordonnés, 

(^i) x^-4- y*=R^ x=R cos ^ 


}«i^R 


y = R sin 


mR 


En prenant t pour variable indépendante, on tire des 
équations (1) 

„ . d'y d’ 

(3) — — R sin( = — y, ^=Rcost = x, — =)«R, 
dt (tt (it 


et, par suite, 

dx y dy x 

dz »iR dz »hR 

148. Substiluant ces valeurs dans les équations (o) du 
n° 152, on aura, pour les équations de la tangente au 
point x,y,z. 


et en éliminant Z — z, on trouve, pour l’équation de la 
projection de cette droite sur le plan xy, 

(X — x) X -f- (Y — y) y = 0 , ou Xx Yy = R* ; 
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2or) 

d’oii il suit que celle projection est laugenlo au point P 
à la base du cvlindre. 

Soit T le point où la tangente rencontre le plan xy; les 
deux triangles rectangles égaux AM'P', TMP donneront 
PT = AP'; donc la droite PT est égale à l’arc AP, d’où 
l’on voit que la courbe AG , décrite par le point T dans le 
mouvement de la tangente MT, a pour développée la cir- 
conférence de la base du cylindre ; la courbe AG est donc 
une développante du cercle, dont on obtient l’équation en 
faisant Z=odans les équations de la tangente, et élimi- 
nant ensuite x, y, z au moyen des équations de l’hélice; 
on trouve ainsi 


X cos 


V'\^ Y* — 
R 


Y SOI =r R. 

R 


Celte courbe est la trace sur le plan xy de la surface 
nommée hélicoïde développable, décrite par la tangente MT. 

Si l’on substitue les valeurs de dx, dy, dz tirées des 
équations (3) dans l’expression de la différentielle de l’arc 
de courbe (d), on trouve 

(4) ds = Rdt V/fT^«7 

et, par suite, pour les cosinus des angles que la tangente 
fait avec les axes , 


dx sin i 

(5) (!OS a = — = — — 

ds 1/ 1 


: » cos H = 


dy 


cos t 




ds 


V\ 




dz m 

ds 1/ 1 -c- 

On conclut de cette dernière équation que la tangente 
fait avec l’axe des z (tu avec les génératrices du cylindre 
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un angle constant, ce qui résulte d’ailleurs de la délinition 
de la courbe. 

149. Différentianl les expressions (3), on trouve 


( 6 ) 


dl* 


(/*!/ 

.Ucosf = — x,^ = — llsint = — ÿ, — = O. 


Au moyen de ces valeurs, l’équation {f) du plan oscula- 
teur devient 

my{\ — x) — mx(Y — y) -4- R (Z — x) = o , 

ou en réduisant, 

yX — xY -I (Z — z) = o. 

m 

Il suit de là que le plan osculateur coupe le plan xy sui- 
vant une droite ST perpendiculaire à la tangente PT, 
c’est-à-dire suivant la tangente menée en T à la dévelop- 
pante de cercle AG. 

Les équations (y) donnent, pour les cosinus des angles 
qiio>ce plan fait avec les plans coordonnés, 

m sin l m cos t t 

CO.S X = - ; > COS/tt = ' CO.S 1/ = - - ■ ■ 

1 -4- m'* l/t -4- m* 

On conclut de la valeur de cos v que v est égal à l’angle 
BAx; d’où il suit que le plan osculateur fait avec le plan 
xy un angle constant. 

ISO. On déduit des équations (4) et (5) 

ds <‘os t ds . siu f ds 

ds (l+m*)R ds (I -4- »i*)R ds ’ 

substituant ces valeurs dans l’expression (/) du rayon de 
courbure, on trouve 

. . p = (.l -4- »JÎ)R. 

Ainsi, le rayon de courbure est constant. 
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I.CS formules (»i) (lu u° 158 qui délcrmiiieiU la dirccliuii 
(le re rayon doiiiieut 

cos/ — — cos^, cos Ml = — .sin f, cos n — o; 

d’où il suit que le rayon de courbure est dirigé Suivant le 
rayon MN du cylindre, et que si l’on prend NC = le 
point C sera le centre de courbure. Donc tous les centres 
de courbure sont placés sur une autre hélice ayant même 
axe et même pas que l’hélice proposée , et tracée sur un 
cylindre dont le rayon est nfiW. 

La droite 31N,qui reste constamment parallèle an plan de 
la base , en s’appuyant sur l’hélice et sur l’axe du cylindre, 
engendre une surface conoïde appelée hélicoïde gauche. 
Son équation s’obtient en éliminant l’angle t entre les 
équations de la droite MN, qui sont y=x tang t, z=»iR/; 
on trouve 

Z 

t/ — X tans; 

® >hR 

loi. Si l’on substitue dans l’équation (o) les expressions 
(/. cos i m cos t ■ (/. cos /a m sin t d. oos y 
ds (1-(-mi*)K ds (I -t- Mi^)ll du 

qu’on tire des équations (4) et (7), on aura 
1 m 

7~(t 

d’où il suit que la seconde courbure ou la torsion est con- 
stante, ainsi que la première courbure. 
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CÏIAPITRE XX. 


Plan tancent aux sunFACE.s courbe.s. — Normale. — Cône et 

CYLINDRE CIRCONSCRITS A UNE SURFACE. — APPLICATIONS. 


Imngent m*3P lurfaeet ooHffr««. — Xon'tntUe, 


\ o2. Soient x, y, z les coordonnées d’un point M d’une 
surface définie par l’équation f{x, y, z) = o; si par ce 
point on fait passer une seconde surface ayant pour équa- 
tion ç(x, y, z) = O, celle-ci coupera la première suivant 
une courbe dont les équations seront 

f\x,y,z) = o, ■f(x,y,z)=o, 

et si l’on mène par le point M une tangente à cette courlie, 
elle sera donnée {n" 135) par les deux équations 


(1/ df 


f/s f/s 


(Z- 


c)- = o, 
c)-=o, 


qui représentent chacune un plan passant par cette tan- 
gente. 

La première de ces équations est indépendante de la 
fonction cp(x, y, s) et, par conséquent, de la nature de la 
courbe d’intersection passant par le point M; donc toutes 
les courbes .tracées sur la surface f[x, y, j) = o par 


m. 


Digitized by Google 



CHAPITRE XX. 


207 


le point M, ont leurs tangentes comprises dans le plan 


(«) 


df df 

(X-a: 

dx dy 



O, 


qui représente, par conséquent, le plan tangent à la sur- 
face en ce point. 

-153. On appelle normale à la surface au point M une 
droite menée par ce point perpendiculairement au plan 
langent. En représentant les équations de cette droite par 

X — X — m(Z — z), Y — y=n(Z — z) 


et exprimant que ses projections sur les plans xz, yz sont 
perpendiculaires aux traces du plan tangen t sur les mêmes 
plans coordonnés, on aura 

dx dy 


dz dz 


donc les équations de la normale sont 


X — x = 


dx 

~K 

dy 


(Z-z), \-y-. 


K 

Èf 

ÿ 

dz 


qu’on peut présenter sous la forme 


{>>) 


X—x \ — y Z — z 

ÿ. ÉL ~~ÎL 

dx dy dz 


Si l’on désigne par /, u, y les angles que cette droite fait 
avec les axes coordonnés, et qu’on pose pour abréger 
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on aura 

£ d£ dj_ 

dx dy dz 

(f) cos il = ’ cos U — ^ ’ cos V — • 

' ' R R R 


Représentons par p et q les dérjvées partielles de z prises 
par rapport aux variables indépendantes x et y, l’équa- 
tion f(x,y, z) — o, donnera 








et si l’on substitue dans les résultats précédents les va- 
leurs de— tirées de ces équations, celle du plan tan- 
dx dy ^ 

gent deviendra, après la suppression du facteur^, 


(d) 7 . — z = {X—x)p-*-(Y — y)q; 

les équations de la normale deviendront 


(e) X — X -t- P (Z — z) = o 

Y — y + 7(Z — z) = o, 


et l’on aura 


— p — q - 1 

os ) = — - ' eoSja = — — ^ COSl/ = — — . 

p'^ ~\- q^ \ \^p'^-t-q*-t-i 1 

pour les cosinus des angles que cette droite fait avec les 
axes coordonnés. 


C6t»9 «f eirtonterUt ét Mne mttirfmev. 

154. Soient a, h, c et a, b', c' les coordonnées de deux 
points donnés, et proposons-nous de mener par ces.deux 
points un plan tangent à une surface définie par l’équation 
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2l«t 

f[x, y, z) = 0 . Puisque le plan tangent doit passer par 
ces deux points, l’équation 


df df 



O 


sera satisfaite en y substituant à la place des coordonnées 
courantes celles de ces points; on a ainsi les équations 




qui , jointes à l’équation de la surface, donneront les coor- 
données X, y, Z du point de contact. 

On voit aussi que par un point donné {«, h, c) on peut, 
en général, mener une inflnité de plans tangents, et que 
les coordonnées des points de contact satisfont aux 
équations 


df d/’ 




-) 


d: 


/■(X, //,:) = 0, 

qui représentent, par conséquent, la courbe de contact. 

Les droites qui joignent le point (a, b, c) aux différents 
points de cette courbe sont tangentes à la surface, et 
forment un cône circonscrit dont on obtient l’équation en 
éliminant x, y, z entre les équations de l’une de ces 
droites et celles de la courbe de contact. 

155. Supposons que le point (a, 6 , c) devenant mobile, 
soit assujetti à se mouvoir sur la droite représentée par 
les équations 


X = «iZ, Y = 7>Z , 


U 
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âiu 


On aura « = me, 6= ne, et la première des équations 
précédentes deviendra 




K 

dz 


= O, 


qui, lorsqu’on fait croître c indéfiniment, se réduit à 


m 


df df 


dx 


àfl 


ÛL 

dz 


= ü. 


Cette équation , jointe à celle de la surface, représente 
la courbe suivant laquelle la surface est touchée par le 
cylindre dont les génératrices sont parallèles à la droite 
X = wZ, Y — nZ. Il est facile de voir que l’équation 
précédente exprime que le plan tangent est parallèle à 
cette droite ; elle représente donc une surface qui contient 
tous les points de contact. Pour obtenir l’équation de la 
surface cylindrique circonscrite à la surface , il suffit d’éli- 
miner les coordonnées x, y, z entre les équations 


X — x—m{Z — z), Y — y — n{Z — z), 

qui sont celles de l’une des génératrices, et les équations 
de la courbe de contact. 


AppUcMiOHt. 

# 

156. 1“ Considérons en premier lieu les surfaces du se- 
cond ordre représentées par l’équation 

Ax* -4- A'y* -+- A"z* -4- 2Cx -4- 2C'ÿ + 2C''z h- F = o. 

On en tire 

df df 

-/- = 2(Ax + C), ^ = 2(A'y H-C'), ^=2{A"z+C"), 
tlx dy dz 

et le plan tangent a pour équation 

( Ax -4- C) (X — *) + (A'y -4- C') (Y— y) -4- (A"z -4- C") (Z — z) = o 
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qu’on peut présenter sous la forme 

(.\x + C)Xs-(A'y -t- C')Y -+-(.V' 2 -t-C'')Z-f-Cx-t-C'y-+-C"zH-F = o. 

En y remplaçant X, Y, Z par a, 6, c, on a l’équation 

(.Vx C) a -t- ( A'y -t- C') 6 + ( .\"2 .+- C") c -4- Cx -t- C’tj -t- C"z F = o, 

qui est du premier degré par rapport à x, y, z; donc tous 
les points de contact d’une surface du second ordre et 
d’un cône circonscrit forment une courbe plane. 

Le cylindre circonscrit dont les génératrices sont pa- 
rallèles à la droite x = mz, y — nz louche la surface sui- 
vant une courbe située dans le plan 

(Ax -4- C)m -t- (A'ÿ -4- C')h -4- \”z -4- C" = o. 

Les équations de la normale sont 

X — X y — y Z — 2 
Ax-4-C ~ ÿÿ~-*- C' ~~ Â"Z -4- C" ' 

2" Considérons encore l’hélicoïde gauche dont l’équation 
est 


Il r= X tanff • — ! 
^ )«R 

qu’on peut mettre sons la forme 


2 == »iR arc tang- 


On en tire 


(I 

X _ xdy — ydx 
dz = »hR Z — »'R — -Z J-; 

I/* X* -4- 


donc 


dx 


mRy dz »»Rjr 

r* -4- ly* dy x* -4- y* 
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et l’on a pour l’équation du plan tangent, 


, mRw . »nRa: 

x“ 4- 1/* X* ■+■ y* 


ou, en réduisant, 

yX-xY 


imR 


(Z-z) = o. 


On s’assure facilement que ce plan coupe la surface sui- 
vant une infinité de lignes dont l’une coïncide avec la gé- 
nératrice qui passe par le point de contact. On voit aussi 
que tous les plans tangents à une même génératrice 
conpent le plan xy suivant des droites parallèles à ces gé- 
nératrices. Quand le point de contact est situé sur l’hélice 
on a 

a;î 4- yî == R, 
et l’équation du plan tangent devient 

yX — xY 4- — (Z — j) = O, 
m 

qui est la môme que celle du plan osculateur mené en ce 
point. 

On trouve, pour les équations de la normale, * 

X— X Y — y »«R(Z — z) 

y X x^ 4- y* 
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CHAPITRE XXI. 

Points singuliers des courbes planes. — Points d’infle.vion. 
> — Points multiples. — Points de rebroussement. — Points 
ISOLÉS. — Points d’arrêt. — Points saillants. 


«<N0M«er>« ifea cowf Aea pImHSt. 

157. On comprend sous la dénomination de points sin- 
yuliers d’une courbe, tous les points où sa figure offre 

' quelques particularités remarquables. 

158. Nous avons vu (n“ 84) qu’on appelle ainsi les 
points où la courbe et sa tangente se coupent en même 
temps qu’elles se touchent, et ont, par conséquent, un 
contact d’ordre pair. En ces points la concavité se change 

en convexité, ce qui exige que ^change de signe; donc 
les abscisses de ces points doivent vérifler l’une des 
équations 

cPij dh/ 

- = 0 , ^— 30 . 

dx* dx* 

Ainsi, pour trouver les points d’inflexion d’une courbe, 
on résoudra ces deux équations; celles des racines qui 
correspondront ù des valeurs réelles de y, et pour les- 

quelles ^ change de signe, répondront à un semblable 

point. 
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Applitmliant. 

(Py 

\° Soit y = sin x; on aura ^ = — sin x, et l’équa- 
tion sinx = 0 donnera x = nir et y = o, n étant un 
nombre entier positif ou négatif quelconque. On voit 
aussi que change de signe lorsque x passe par une 
des valeurs nn; donc la courbe a une infinité d’intlexions 
situées sur Taxe des x ; 

-r3 tPtt 9 (5x 

a 


J. L’équa- 


2” Soit M 5 ; on aura = - 

dh “ a “ 

tion == O donne x = — , et l’on trouve pour la valeur 
dx* 3 d*i 

correspondante de l’ordonnée, y— De plus change 

ji I ^ QrX* 

de signe quand x passe par la valeur —, donc le point 

X = X, y = est un point d’inflexion. 

0 


5® Soit encore ay^ -+- hx^ = a*6*. 
On en tire ny* + *6x2 = o, puis 


d*y dy* 


dy 


substituant dans la dernière équation la valeur de tirée 
de la première, on a 


d*?/ . ai/® -I- 6x® 


26®x 


ahf 

d*y 


et l’on satisfait à l’équation o fn J>osant x= o, et, 
par suite, y — V ab^. 
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La déi’ivce-j^ change de signe avec x, donc le point a:=o, 

3 ÛX* 

V = est un point d’inflexion. 

L’équation = oo donne tj = o et x = et 

comme ^ change aussi de signe avec y, on en conclut 

que la courbe a un second point d’inflexion dont les coor- 

8 

données sont y = o, x = V ti^b. 


Exercices : 


I ° y = tdiig x; ô° y — (I -t- (x — b)" ; 

2“ y — - — ^ — ; 4® «*«* — 6*x* = x‘. 

X 


!*oiutê nMtlUpleê. 

159. Ces points se remarquent dans les courbes dont 
l’ordonnée est une fonction de l’abscisse contenant des 
radicaux pairs auxquels on doit donner un double signe. 
Si une valeur particulière de x fait évanouir un de ces 
radicaux, deux branches de la courbe se réunissent en un 
point correspondant à cette valeur de x, et forment , par 
leur intersection , un point multiple. 

Soit, par exemple, 


y = «IX ± (x — o) l^x , 

a étant ùn nombre positif; à des valeurs de x un peu 
moindres et un peu plus grandes que a correspondront 
deux valeurs réelles de y qui se réduiront à une seule 
pour x = a. La courbe a donc deux branches qui passent 
par le point x = a, y = ma, et pour s’assurer que ces 
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branches se coupent au point en question , on formera la 
dérivée de y. 

Or, on a 


dx 


— m ± 



X — a 


et en y faisant x = a, on trouve 
dx 

valeurs qui déterminent la direction des tangentes aux 
deux branches de courbe à leur point d’intersection , qui 
est donc un point double. 

160. Considérons les courbes algébriques représentées 


par l’équation rendue rationnelle , 


y) — • 

On en lire 


0) 

» df dy df 

dy dx dx 

d’où 

ÛL 


dy dx 

dx dj 


dy 


En un point multiple la tangente a plusieurs valeurs 

distinctes, tandis que l’équation précédente n’en donne 

du 

qu’une seule; cette valeur de -j- doit donc se présenter 
sous la forme-, ce nui donne les deux conditions 

O ' 


dy ’ dx 
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On cherchera donc les points multiples parmi ceux dont 
les coordonnées vérilient ces équations, ainsi que celle de 

la courbe. Pour avoir les valeurs dC'^qui déterminent la 

direction des différentes branches de courbe passant par 
le point multiple, on formera l’équation différentielle du 
second ordre de [{x, y) = o, savoir : 


^ dy'i ^ (fif dy (fif 
dy dx^ dy* dx* dy dx dx ^ dx* 


qui , à cause de ~ — o , se réduit à 

ay 


d*f dy* d*f dy . d*f 

dy* dx* dydx dx dx* 


deux valeurs, si les trois expressions 


et donne pour , 

d*f d*f d*f ^ Il , 1 , 

'dy*' 'dÿdx''d^ nulles à la fois. Mais si plus 

de deux branches se coupent en ce point, aura plus de 


deu.v valeurs, tandis que l’équation précédente n’en peut 
donner que deux ; il faut donc que l’on ait dans ce cas 


^ - J^L _ _ 

dy* ’ dydx ’ dx* 


et les valeurs s’obtiendront au moyen de l’équation 
différentielle du troisième ordre de f[x, y) — o; et ainsi 
de suite. 


Æ/tpiicaiiott. 

Soit l’équation 

y* — 'ixy — X* ôx* — x = o, 
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on aura 

2 ( v — x) — — 2« — 5a:* 6a; — { —o, 

dx 

et les équations 

y — x — 0 , 2ÿ + âac* — Cx H- 1 = O 

donneront x=l, y = 1, valeurs qui satisfont à l’équation 
proposée. 

On trouve ensuite, pour déterminer ^ , l’équation 


d’où l’on tire 


(ix* dx 


= O, 


dx ’ dx 


O. 


Le point x — i, y = l est donc un point double. 


Exercices : 

\o ya=x*(l — X*); 2“ y* — 4ax*y - 4 - x* = o ; 

3“ (a* X*) y* — Cax*ÿ + x* = o; 4° y* — 2ay^ — 3o*y* 4- x* — 2a*x* = o. 

A 

M*oif%f9 de 

161. Lorsque deux branches d’une courbe s’arrêtent en 
un point et y ont une tangente commune, ce point est 
nommé point de rebroussement. On dit qu’il est de pre- 
mière espèce (lig. 26 ^lorsque la tangente passe entre les 
deux courbes; il est de seconde espèce (fig. 27) lorsque les 
deux branches sont du même côté de cette droite. 

La cycloïde a un infinité de points de rebroussement de 
première espèce situés sur l’axe des abscisses aux points 
où les différentes branches de la courbe se touchent. 
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Soit, par exemple, l’équation 


d’où l’on tire 


y = mx ± X* , 


Uy . 5 5 
— == m ± — X*, 
dx 2 

dx* 4 


Fig. 



déterminée par l’équation 


On voit (fig. 20) que du côté 
des X positifs y a deux valeurs 
réelles qui deviennent imagi- 
naires pour des valeurs néga- 
tives de x; la courbe a donc deux 
branches OA, OB qui s’arrêtent 
à l’origine, et y ont une tangente 
commune, dont la direction est 
dy 

■^ = m. On voit aussi que ce 


point est de première espèce ; car, pour des valeurs très- 
(^ 1 / 

lietites de x, a dans les deux branches des valeurs de 


signes contraires. 


Fig. i-. 



La courbe représentée par l’é- 
quation (iig. 27) 

a^y* — '2a*yx* + ax* — .x* = o 

a , à l’origine des coordonnées, un 
point de rebroussement de se- 
conde espèce; les deux branches y 
sont tangentes à l’axe des x. 
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162. On démontre, comme pour les points multiples, 
que , si f[x, y) = o est une équation algébrique rendue 
rationnelle, les coordonnées des points de rebroussement 
doivent vériGer les équations 

df ^df _ 

dy dx 

Après avoir déterminé les points dont les coordonnées 
satisfont à ces équations et à celles de la courbe, on 
vériQc si l’équation différentielle du second ordre de 

f[y, x)== O donne pour ^des valeurs égales. On vérifie 

ensuite si la courbe s’étend dans les deux sens de la tan- 
gente commune aux deux branches, ou dans un seul sens 
seulement. Dans ce dernier cas, le point est un point de 
rebroussement dont on déterminera l’espèce au moyen du 
signe de la dérivée seconde. 

Exercices : 

1" — c(Xÿ* — ax*ÿ-t-x* = o, 2" »/* — 4ax*y — x*=o. 


JRointt i»oléa. 

163. On appelle points isolés ou conjugués ceux dont 
les coordonnées satisfont à l’équation de la courbe sans 
appartenir à aucune des branches de courbe représentée 
par l’équation. 

Soit, par exemple, 

y — dz (x — a) l/x — 6. 

Si a <à, y est imaginaire pour toutes les valeurs de x plus 
[letites que b, excepté pour x == a, qui donne y = o. Le 
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point X =a, y = o est donc un point isolé. Lorsque a >6, 
ce point devient un point double. 

I.a courbe représentée par l’équation 

(x* -4- y* )* = a*x* -4 
a un point isolé à l’origine. ' 

ttarrét. 

164. Lorsque la fonction f{x) a une valeur qui devient 
tout à coup imaginaire, la courbe représentée par l’équa- 
tion y = f{x) a une brandie unique qui s’arrête brusque- 
ment en ce point, qu’on nomme point d'arrêt. 

Fig. 88. 

\ Soity = î^ (Üg. 28);y est 

^ ' réel pour toutes les valeurs po- 

\ sitives de x et devient imagi- 

" ' » naire pour les valeurs négatives 
de l’abscisse. Pour x = o, on a 
y — O, donc la courbe a un point 
d’arrêt à l’origine des coordon- 
nées. 

Il en est de même des courbes 
représentées par les équations 

-i 

y = X log X, y == e* . 

Foint» tmU$ann ou anguleux. 

165. Lorsque la dérivée de la fonction f{x) cbange brus- 
quement de valeur pour une certaine valeur de x, la courbe 
représentée par l’équation y = f(x) a deux branches qui 
se réunissent sous un certain angle en un point nommé 
point saillant. 
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Soit y = X ai'ctang - 
(lig. 29), on aura 


n / — = arc taiiK - n — 

A rfx °x 1-t-x*. 

Si X, supposé négatif, 

° I tend vers zéro, la limite 

de sera — x- Si l’on cherche la limite pour des valeurs 
f/x 2 ^ 

décroissantes positives de x, on trouve donc la courbe 
a deux branches OA, OB, qui se réunissent à l’origine et y 
sont tangentes à deux droites OT, OT' faisant avec l’axe 
des X des angles dont les tangentes sont — Nous fai- 
sons abstraction des autres branches qui répondent aux 
arcs non compris entre les limites — 

X ^ ^ 

La courbe y = r est composée de deux branches 

t e* 

qui se réunissent à l’origine sous un angle de 135". 
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CHAPITRE XXII. 

Enveloppf. des courbes planes. — Surfaces enveloppes. 


Ukb ctmriet «nrelojifi**. 


Fig. SO. 

ICO. Soit /"(x, y, o) = O 
l’équation d’une courbe plane 
contenant un certain para- 
mètre a. Désignons par a une 
quantité très-petite positive 
ou négative, et attribuons suc- 
cessivement à a les valeurs a, 

a CL, a a -i- 3a ; on obtiendra une série de 

courbes a, a', o".... (flg. 30), qui se couperont , en général , 

deux à deux aux points tn, m', m", m"' 

Les coordonnées du point m sont déterminées par les 
deux équations 

(I) f{x,y,a) = o, f‘{x, y, a + a)^o, 



et si l’on y change successivement a en a -4- a, a -h 2 a...., 
on obtiendra celles des autres points semblables m', m".... ; 
donc l’élimination de a entre les deux équations précé- 
dentes donnera une équation f{x, y, a) = 0 qui repré- 
sentera une courbe passant par tous les points m, m', m".... 
A mesure que a diminuera , ces points se rapprocheront de 
plus en plus, et formeront à la limite un lieu géométrique 
qui sera représenté par l’équation 9(x, y, a) = 0, dans 
laquelle on fera a = 0. Les sécantes mm', m'm" devien- 


2M CALCUL DIFFÉRENTIEL. 

(Iront à la limite tangentes à ce lieu et à Tune des courbes 
particulières représentées par l’équation f{x, y, a) = o; 
d’où il suit que cette ligne est tangente à toutes ces 
courbes, et c’est pour cette raison qu’on la nomme leur 
enveloppe. 

Pour former l’équation de la courbe enveloppe, nous 
remarquerons que la seconde des équations (1) peut se 
mettre sous la forme 

f{x, y, a) -t- y, a fla) = o, 

qui, à cause de f{x, y, a) = o, se réduit à 
faix:, y, a -h «a) = 0 . 


En éliminant a entre cette dernière et la proposée , ou 
obtient l’équation (f(x, y, a) o, dont on déduit celle de 
l’enveloppe en y posant « = o. Or, il revient au même de 
faire d’obord « = o et d’éliminer ensuite a; d’où il suit que 
pour former cette équation, il suffit d’éliminer le paramè- 
tre a entre les équations 


f(x, y, a) = 0 , 


(lf{x, yfü) 
(la 


— 0 . 


167. On démontre facilement que les courbes repré- 
sentées par l’équation /"(x, y, a) = o et leur enveloppe, se 
touchent dans les points qui leur sont communs. En effet, 

pour obtenir la dérivée ^ dans l’enveloppe, on diffé- 
rentiera l’équation /(x, y, o) = «, en y regardant a comme 
une fonction de x et y donnée par l’équation 


et l’on aura 

•IL 


(if\x, y, a) 



'Ll^*JL 

(Ix dx 


df Ida dy 
du \dy dx 


(la \ 

'ih J "" " 
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If 

mais à cause de «elle équation se réduit à 

(ff dy df 

dy dx dx 

et donne pour ^ les mêmes valeurs que si l’on avait sup- 
posé a constant. 

ÆppUemUoif. 

168. 1" Trouver l’enveloppe des droites représentées 
par l’équation 

y — nix V ahn^ 6 *, 
en y faisant varier ni. 

En égalant à zéro la dérivée du second membre prise 
par rapport à m, il vient 

ahn 

O = a: H > 

a*»i* ■+■ 6* 

et l’élimination de m entre cette équation et la proposée 
donnera sans peine 

n*y* 6*ar* = a*6*, 

qui est l’équation d’une ellipse. 

2” Trouver l’enveloppe des ellipses représentées par 
l’équation 



en supposant a 6 = c, c étant une constante. 

Dilférentiant l’équation proposée par rapport à a, en 
regardant 6 comme fonction de a, il vient 

ac* y* db 

.il — Q 

«* 6* da ' 
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OU 


a cause de — 1, 
(la 


n’ 


uL 


Représentons par r ce rapport commun , nous aurons 




en ajoutant membre à membre ces équations, il vient 

: (a ■+■ b)r, 


“L 

6 * 


1 a 


et , par suite , r = -. On a donc o = x*, 6 =c* y\ et en 

substituant ces valeurs dans l’équation a i = c, on 
trouve pour celle de l’enveloppe 


X* -t- y* = c®. 


3“ Trouver l’enveloppe des normales à une courbe. 
Soit y = /‘(x) l’équation de la courbe, celle de la nor- 
male sera 


(Y -y) 


dx 


X — X 


O. 


Ici le paramètre variable est x. En dififérentiant l’équation 
précédente par rapport à cette quantité, en ayant égard à 
l’équation y =f{x ) , on aura donc 


difl 

(Y-y)-4 — =0. 
' ^ dx* di* 


Éliminant ensuite x et y entre les équations précédentes 
et celle de la courbe, on aura l’équation de l’enveloppe, 
qui est la même, comme on voit, que celle de la déve- 
loppée de la courbe. 
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Exercices. 

1“ Trouver l’enveloppe d'une droite de grandeur donnée 
dont les extrémités glissent sur deux droites données; 

2* A et B étant deux points fixes pris sur les côtés d’un 
angle AOB, trouver l’enveloppe des droites qui coupent 
ces mêmes côtés en deux points o et b, tels que l’on ait la 
relation 0a.06 = Aa.Bô; 

3" Soient «et (3 les coordonnées du pied de la perpen- 
diculaire abaissée de l’origine des coordonnées sur une 
droite mobile, trouver l’enveloppe de cette droite en sup- 
posant que le point «, fi décrive la courbe représentée par 
l’équation 

(ai H- 0i)i = -4- 

a et 6 étant des lignes données. 

4° X et Y étant les coordonnées courantes et x, y celles 
d’un point, trouver l’enveloppe de la droite mobile repré- 
sentée par l’équation 

(«X -4- 6^ -H c) Y -4- (o'x -t- h' y + c') X -t- a"x h” y c" — o, 

I" lorsque le point x , y parcourt une droite donnée ; 
2 ° lorsque le point x, y parcourt une courbe du second 
ordre. 


Stirfaeeë anttilappe*. 

169. Soit f{x, y, z, a) = o l’équation d’une surface con- 
tenant un paramètre variable n. Si l’on fait successivement 
a égal àa,a-+-a, a-i-2a,n-i-3a .... , a étant une quan- 
tité très-petite, on aura une série de surfaces qui se cou- 
peront, en général, suivant des lignes a, a, a" (fig. 31), 

qui seront représentées par les deux équations 

0 ) y> -, «) = 0, /'(•*•. !J, z,u-k- 0 .)= o, 
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dans lesquelles on attribuera successivement à a les va- 
leurs «, a -H a, a 2« .... 


Fig. 31. 


« L’élimination de a entre 



duira à la relation 

f(x, y, Z, <x) = o, 

qui représentera une sur- 
face passant par toutes ces 
lignes, et coupant par con- . 
séquent chacune des surfaces particulières représentées 
par l’équation /'(x, y, z, a) — o, suivant deux de ces 
lignes. Or, ces lignes se rapprochent indéfiniment à mesure 
que a diminue et forment, à la limite, un lieu géométrique 
dont on aura l’équation en faisant «=o dans ç(x, y, z, a)=o. 
Cette surface touche donc chacune des surfaces repré- 
sentées par les équations 

y>^, a)=o, f{x, y,z,a + a)^o, etc., 

suivant une de ces lignes et en forme l’enveloppe. On ob- 
tient les équations de ces lignes de contact appelées carac- 
téristiques, en remarquant que la seconde des équations (1) 
peut être remplacée par celle-ci : 

/■(x, y, z, a -h a) — /'(x, »/, z, a) 


qui devient, à la limite, 

df(x,y,z,a) 


O. 


da 

Les équations de la caractéristique sont donc 

n X df\x,y,z,a) 

W f(x> !l,z, u) ^ O, ; i=o, 

an 
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et l'élimination do a donnera celle de la surl'ace enveloppe 
qu’on peut supposer engendrée par le mouvement de la 
caractéristique. 

170. Les deux lignes consécutives a, a', représentées 
respectivement par les équations 

f{x,y,z,u)=r O, /"(x, y, Z, « a) == O, 
f{x, y, z,a+») = 0 , f{x, y, z, a 2a) == o, 

sont situées sur la surface f{x, y, z , a -h <x) ~ o , cl se 
coupent, en général, en un point m dont les coordonnées 
sont déterminées par les équations 

(3) f{x,y,z,a + n)=o, f{x, y,z,a 

En attribuant successivement à a les valeurs a -i- a, 
a ■+■ 2a...., elles détermineront la suite des points sem- 
blables m’, m"....; donc, si l’on en élimine a, on aura deux 
équations qui représenteront une certaine courbe passant 
par tous ces points. Faisant maintenant décroître « indé- 
finiment, ces points se rapprocheront de plus en plus, et 
formeront à la limite une courbe tracée sur la surface 
enveloppe qu’on appelle arèle de rebroussement. Pour 
obtenir l’équation de cette courbe, qui est l’enveloppe des 
caractéristiques, nous remarquerons que la seconde des 
équations (5) peut être remplacée par la suivante : 

[if, y, g, OH- a) — /•(x, y, Z, a ) _ ^ 
a ^ 

et si l’on représente par F(x, y, z, a) le premier membre 
de cette dernière, on pourra substituer à la troisième 
l’équation 

F (x, y, Z, «-+- «) — F (x, y, z, «) 
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En faisant évanouir a, la première de ces équations se 
réduit à 

«) _ 

da ’ 

et l’on a , par conséquent, pour la limite de la seconde 

dY(a;, y, -, a) 

da^ 


donc, pour obtenir les équations de l’arête de rebrousse- 
ment, il suffit d’éliminer a entre les trois équations 


f{x, y, Z, a) = O, 


dfjx, y, Z, a) 
da 


ÿ> ", “) 

da^ 


A pfiUcaUoM». 

171. Trouver l’enveloppe d’un plan mobile passant par 
un point donné et restant aune distance constante â d’un 
second point donné. 

Prenons pour origine des coordonnées ce second point 
et pour a.\e des s la droite passant par le premier. En re- 
présentant par c leur distance, l’équation du plan sera de 
la forme 

(I) mx -4- ny -e z — c — o. 

La distance de l’origine à ce plan est 

C 

■ 1 
v' M* -t- 1 

cm l’égalant à (î, on aura entre les paramètres rn et « la 
relation 

r- 

-4- n'^ 1 = -r • 
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DifTérentiant l’équatiou du plan en regardant m comme 
fonction de n, on aura 

dm 




mais m - 


dm 


, «= 0 , donc l’équation précédente devient 
(2) « 11 / — nx = 0 , 

qui, jointe à celle du plan, donne 

(c — z) X (c — z) V 

m = — — — » n = ' •/ 


X* + 


!/* 


Substituant ces valeurs dans l’équation 1 

on obtient pour celle de la surface enveloppe, 

(c*_J*)(x* + y*)— — z)* = o, 


qui est celle d’un cône à base circulaire. 11 résulte des 
équations (1) et (2) que les caractéristiques sont les géné- 
ratrices de ce cône; donc l’arête de rebroussement se ré- 
duit à un point. 

2® Trouver la surface enveloppe d’une sphère de rayon 
constant R dont le centre décrit une circonférence de 
cercle de rayon a. 

Prenons pour origine le centre de ce cercle et pour 
axe des z une droite perpendiculaire à son plan, l’équation 
du cercle sera 


(1) a» + /3*=a* 
et celle de la sphère 

(2) (x — «)* + (// — /3)2 z* = RJ. 
On aura donc les équations 

dB 

(x — a) -t- — 

dB 
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et en éliminant -r-, 

dx 

(3) xtj — /3x = 0. 

Cette dernière est l’équation d’un plan passant par l’axe 
des Z et le centre de la sphère , donc la caractéristique est 
une circonférence de cercle résultant de l’intersection de 
la sphère avec ce plan. 

L’élimination de a et de (B entre les équations (1), (2) 
et (3) donne, pour celle de la surface enveloppe, 

(x* -f- y* -t- Z* — a* — R*)* = 4a* (x* -+- y*). 


Exercices. 

Trouver la surface enveloppe d’un plan parallèle à 
une droite donnée , et passant à une distance constante 
d’un point donné ; 

2° Trouver l’enveloppe de l’ellipsoïde de révolution va- 
riable dans lequel la somme des axes est constante; 

5" Trouver l’enveloppe des plans normaux à une hélice. 


FI.N Dit r.tLCUI. IHFFÉnENTIEL. 
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CHAPITRE 1". 

Définitions et notations. — Constante abbitraire. — Re- 

HARQCES SUR l’iNTÉGRATION DES FONCTIONS RATIONNELLES. — 

Intégration immédiate. — Intégration par substitution. — 
Intégration par parties. 


néfinition» et ttetationt. 

\. Le calcul intégral a pour objet de trouver la fonc- 
tion qui, étant différentiée, reproduise une différentielle 
donnée f(x)dx. Celte fonction, qu’on représente par la 
notation 

/ f{x) dx , 

est nommée l’intégrale de celte différentielle. 

L’opération par laquelle on revient de la différentielle 
à la fonction primitive s’appelle inlégration. 

Il suit de là que le calcul intégral est l’inverse du calcul 
différentiel, et que les deux opérations de la différentiation 
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et de l’intégration se détruisent mutuellement. Ainsi l’on a 
d.f f{x) dx = f (x) dx , y df{x) = f{x). 

2. On peut démontrer de la manière suivante que 
toute difTérentielle /^(x)da: a une intégrale. 

Fig. 3*. 

Cônsidérons la courbe AB 
rapportée à des axes rectan- 
gulaires et représentée par 
l’équation 

y = f(x). 

Soient x, y les coordonnées 
du point M; l’aire AMPG com- 
prise entre une ordonnée fixe AG et l’ordonnée MP, va- 
riera avec o;,et sera, par conséquent, une fonction de x 
que nous représenterons par F {x). 

Donnons à a; un accroissement PP' = Ax, assez petit 
pour que l’ordonnée y soit constamment croissante ou dé- 
croissante dans l’intervalle de x à x -h Ax, la fonction F(x) 
prendra un accroissement F(x 4- Ax) — F(x) qui repré- 
sentera le trapèze curviligne MM'P'P. Concevons main- 
tenant le rectangle IKP'P équivalent à ce trapèze, sa 
hauteur NQ sera une certaine ordonnée de la courbe cor- 
respondante à l’abscisse OQ, comprise entre x etx + Ax, 
qu’on peut, par conséquent, représenter par x -i- 0Ax, 
0 étant un nombre compris entre zéro et 1; on aura donc 
NQ = f{x 4- OAx) et, par suite, 

F (x ■+■ ^x) — F (x) = ax/ (x -4- OAx). 


On tire de là 


F (x Ax) — F(x) 


AX 


= /"(x -4- OAx) 
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et, Cil passant à la limite, 


(l. F(x) 
dx 




ou d.F{x) — f{x)dx. 


25 .“> 


Il suit de là que l’intégrale de la différentielle f{x)dx re- 
présente l’aire plane comprise entre la courbe y — f{x), 
l’axe des x, une ordonnée fixe arbitraire AG, et l’or- 
donnée MP correspondante à l’abscisse x; d’où l’on con- 
clut qu’il existe toujours une fonction F(x) dont la 
différentielle est égale à f{x)dx. 


Conttmnie arMrvirr. 

3. Une fonction assujettie à la seule condition d’avoir 
pour différentielle f{x)dx est nécessairement une quantité 
indéterminée; car si F(x) est une intégrale particulière 
de f{x)dx, c’est-à-dire une fonction satisfaisant à la 
condition d.F(æ) = f[x)dx, la fonction F(x) C, dans 
laquelle C représente une constante quelconque indépen- 
dante de X, satisfera à la même condition , puisque la diffé- 
rentielle de C est nulle. De plus, nous avons vu (n” 10) 
que deux fonctions qui ont la même différentielle, ne 
peuvent différer que par une constante, donc F(x) + C 
contient toutes les solutions particulières et représente 
l’intégrale générale; on peut donc écrire 

J'f\x) dx = F (x) -t- C. 

4. Les considérations géométriques au moyen desquelles 
nous avons prouvé l’existence de l’intégrale de toute 
fonction différentielle mettent bien en évidence la néces- 
sité de compléter l’intégrale par l’addition d’une certaine 
constante. Car l’intégrale de la différentielle f{x)dx ou 
l’aire AMPG dépend de l’ordonnée AG dont le choix est 
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arbitraire. Quand on la déplace, l’intégrale augniente ou 
diminue; mais on voit que les deux aires AMPG, A'MPG', 
qui ont toutes deux la même différentielle, ne diffèrent 
que par l’aire constante AA'G'G ; si la première est ex- 
primée par la fonction F(a:), toutes les autres le seront par 
l’expression F(x) -f- G, en attribuant à C des valeurs con- 
venables. 


RetMoi-yiuM «m>* VinlégÈHiUon <f«« /‘«Mellon* tHIféreniMIai. 

5. 1° Lorsqu’une fonction 'différentielle est multipliée 
par un facteur constant o, on peut faire sortir ce facteur 
du signe d’intégration et écrire 

faf(x)dx == aj" f {x)dx. 

On s’en assure en remarquant que la différentielle de 
chacun des deux membres est égale à f[x)dx. 

2° L’intégrale d’une somme de différentielles est égale 
à la somme des intégrales de ces différentielles considérées 
isolément. 

Ainsi l’on a 

.y [ A(*) f dx-^f >(x) dx —f P {x) dx i 

car en prenant les différentielles on trouve , pour celle de 
chacun des deux membres, 

f{x)dx -v -f(x)dx — <p(x) dx. 

Mn$égrmlton ItHmédlole. 

6. Lorsque l’expression à intégrer est la différentielle 
de l’une des fonctions simples dont il a été question dans 
le calcul différentiel, on en obtient immédiatement l’in- 
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tégrale. On peut ainsi former le tableau suivant : 

' = (m -t- 1) x”'dx, donc fx”'dx = -*-C, 

, , , ■ n 

(Ux = — > / — = /x C, 

X J % 

/> - 

d.a* = a*/a t/x , Ja dx= 

d. sin X = cos x dx, x dx = sin x h- C, 

d. (ÿ)sx= — sinxdx, Jsmxdx = — cosx-t-C, 

dx /*dx 

d. tang X == — — > / — r— = tjing x C, 

cos*x t/ cos*x 

dx Z’ dx 

d. cotg X = : r-r~ ’ / ~r-r~ = — cot x -+- C, 

sin*x »/ sin*x 

dx /' d± 

d. arc sin x — — — > / ^ — =arcsirix 4-C, 

l/T— X* ^1^4— X» 



d. arc cos x = — — > / — = arc cos x -t- C, 

1/4 •/ l/l— X* 

dx Z' dx 

d.arclangx = r > / •; i == arc tang x 4-C, 

1 -4- X* c/ 1 -4- X* 

— dx P - — dx 

d. arc cot x = / = arc cot x -4- C. 

7 . La formule f xrdx = -4- C donne l’intégrale de 

toute expression monôme de la forme x^dx, excepté lors- 
que »î — — \. Ainsi l’on a 

^x*dx = — - 4 - C , X dx = I X - 4 - C , ^x * dx == 2x - 4 - C. 
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Dans le cas do m — — 1 , on changera la constante C 

en -f- C, et l’on aura 

m ■+■ I 


.f 


Ml+I 


V/x = 


I 


m I 


O- C. 


t 

Pour»j= — 1 , l’expression ^ se présente sous la 
forme ^ et pour en obtenir la valeur on prendra la dérivée 
des deux termes par rapport à m considérée comme va- 
riable; on aura ainsi 

hin = lim — fx, 

m 1 1 

donc 

résultat qui s’accorde avec la seconde formule du tableau 
précédent. 

La même formule jointe aux remarques du n“ 5 donne 
l’intégrale des expressions de la forme 

(nx™ -t- hx" -+- ex’’. . . .)dx; 

en intégrant séparément chaque terme, on trouve 

r . , , «x’"^-‘ 6x"-^‘ rxP+‘ ^ 

/ (ax"' ■+- hx" -f- fx^ . . .)dx — ^ ^ 

xJ »»H- 1 « H- 1 P -I- t 

L’intégrale des différentielles de la forme (aie'" -f- b)” dx, 
n étant un nombre entier positif, s’obtient en dévelop- 
pant (ax"' + b)" par la formule du binôme et en intégrant 
séparément chaque terme. Ainsi l’on a 

y|rtx* 6)* dx — /{u^x^ ^abx^ ■+- fc*) dx = — x“ -4- x® -e- 6*x -f- C. 

t> O 
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Oïl a de même 


y"/î -H 6)’ dx =/’g - f) iaUlx * C. 

jMir «tf #!#«•# toN, 

8. Soit Z une nouvelle variable liée à la première par 
la relation x = (p(z), on aura dx = (p’{z)dz , et, par suite, 

/Ax)dx=/A?(z)]-/(z)dz. 

« 

Or, il peut arriver que, par un choix convenable de la va- 
riable Z, on puisse obtenir immédiatement l’intégrale du 
second membre. Dans ce cas, l’intégrale J'f{x)dx sera 
elle-même déterminée , et s’obtiendra en remplaçant dans 
l’intégrale effectuée du second membre, z par sa valeur 
tirée de l’équation x == ip(r). 

Exemples : 

J'[ax -f- bydx; soit ax -h b — z, d’où adx = dz, 

, dz 

dx = — ; on aura 
a 

/(ax-^hydx— - fz’"dz — i-C=: ' — ; i-C; 

aJ n(m-i-l) «(w-r-1) 

2° f{ax”' -h 6)"x”'~*f/x; posant nx"‘ -h b = z, on a 

amx”'~'dx = dz, et, par suite, 

fiaxT -H by x*"-* dx = — fz”dz : 

am^ 


a m ( w -4- 1 ) 


Pour n— — 1, on a 


fax"’ ■+■ by*-* 

I — -H C»; 

am (w -4- O 


/- 
•y c 


■ 'T*^ ^/IlT \ 

— -t- UaxT -H ù) -4- C; 

ax™ -4- b am 
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y ~* dx 

devient, en faisant x — a — z. 

X — a 

= lz Z = \{x — a) -+- C ; 

40 f 


devient, par la même transformation, 




(m — t)(a: — àf 


C; 


dx 


; soit bx^az, d’où dx=^j dz; l’intégrale 

devient 

\ /^ dz \ t bx ^ 

-r / ; = — arc tangz C = —arc tang C; 

au J i -i- Z* ah ab a 

6° La même transformation donne 

dx i P dz 1 

= / — — arc sin Z -H C 

t/a* _ fi*x* |/t - Z* 6 

t . hx 

= — arc sin — -t- C; 
b a 

1 

7" fe^dx == - fe^d .ax = — + C 5 

8" ysin (ax 6) dx devient, en posant ax ~h b = z, 

11 1 

— /sinzdz= coszH-C = cos (ax -i- ft) C; 

a •' a a 

9“ ^ devient, en posant Ix = z, 

r„. z"'+‘ „ (;xr+‘ „ 

Jz"'dz = -H C = i — — -+- C; 


m ■+■ 1 


«i -t- 1 
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(Ix — dz 1 / 3 , l’intégrale devient 


1 / 3 , 


1 

1 

x^i 

-= — arc tanjrî-4^C 

= — r: arc lang — ^ -4-C. 

' 1/3 

K3 

y-x 

Exercices 



^cos xdx 

_ /'sin xdx 

50 M . 

/'cos 2xdx 

t n m 

,/ 1 -4- sin% ’ 

J cos^'x 

J sin^x cos^x 

f' 

. r dx 

7” / 

^ r ^ 

Qo / „.j 

cos*x 1/ 1 — iR^x 

• # ♦ 
,/ 1 — C-* 

OÊ ” ^ — 

t/ x^-*-«x + a^ 


WniégralUtH par 

9. Si l’on désigne par u et v deux fonctions de x, on 
aura 

(l.iiv •= udt: H- l’rfiî, 

d’où l’on tire, en intégrant, nv = fndv+ fvdu, et, par suite, 
Jvdv — MX' — J'rdu. 

On connaîtra donc l’intégrale Jiidv, si l’on parvient à dé- 
terminer l’intégrale Ce procédé, qui consiste à faire 
dépendre une intégrale d’une autre, est appelé intégration 
par parties. 

Exemples : 

x'^^Ux 1 . x”"*-'lx a:’''+‘ 


i “ Jx^lxdx — 


hd’’dx 

m -4- t m -V; \ 

xdx 


£"';^Væ 

m -4- t («I -4-1)5 


C; 


/ ' /"* xdx 

arc si» a:dx=x arc sin X — / — = xiirc.siii x-4- l/l — x* -4. G- 

•X 1/|_t5 ’ 


xa’ 1 


5“ fxa’dx — — — fa^dx 

•' • la la •' 


l/|— X* 

xa’ a’ 
~üi 


C; 


ic 


Digitized by Google 



24-2 CALCUL IMKGUAL. 

4" J'x'^ sin xdx — — jt* los x + 2 ^ cos xdx; 
or ou a 

J'x cos xdx = X si» X — /si» xdx = x si» x -v cos x, 

donc 

J'x‘^ si» xdx — 2x sin x — (x* — 2) cos x -f- C; 

/ (x-4-X®)dx 


/ ■* xdx 
-=rr: 
\ — X 


■2x 


= (x -t- x^) arc tang x ^ -t- C ; 

\/l — X + %fV i — xdx = — 2x 1 — X 


- (1— x)* + C = — ■^(x-4-2)1/1— XH-C; 
3 3 


1 . 7 “ 

mais 

donc 


si» xdx = e* sin x — cos xdx; 
J'c‘ cos xdx = e* cos x ■+■ Jd‘ sin xdx, 


J'cf‘ sin xdx = e* sin x — e* cos x — Jd" sin xdx. 

Faisant passer le dernier terme dans le premier membre, 
et divisant par 2, on aura 

J'e‘ sin xdx — (sin x — cos x) ■+- C. 

Exercices : 

i"^xVdx; 2"yx* cos xdx; 3^yx arc tg xdx; 4° yè'"*cos xdx; 

„ , . . f'x arc sin x . ' 

'S” J {Ix'^dx , J dx. 
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CHAPITRE II. 

Décomposition des fractions rationnelles. — Cas des ra- 
cines SIMPLES. — Cas des racines multiples. — Intégra- 
tion DES FRACTIONS RATIONNELLES. 


OéeompotUiOM de* fraeltvni railoMHmU0». 


10. F(x), f(x) étant deux polynômes entiers en x, 
toute fonction rationnelle de x peut être ramenée à la 
forme 

Ç(X) 

Si F(x) est d’un degré supérieur à /"(x), on effectuera la 
division jusqu’à ce qu’on trouve un reste d’un degré 
moindre que le diviseur f(x); en désignant le quotient 
par vt/(x) et le reste par F(x), on aura 


F(x) 

f{^) 


= ^(x)-4- 


f(^) 


F(x) 

Démontrons maintenant que la fraction -7^ peut être dé- 

f{^) 

composée en une somme de fractions dont les dénomi- 
nateurs sont les facteurs simples de /"(x). 


Ctu «tiein»* inégmlea. 

II. Le degré du polynôme f(x) étant n, et a, h, c... I, 
désignant les racines de l’équation f(x) 0, proposons- 
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nous de déterminer les constantes A , B, C...., de manière 
qu'on ait identiquement 


C) 







Multipliant les deux membres de cette équation par f(x), 
il vient 


(2) F(x) = A 


-f 

X — a 




-+- L 



r(x\ f‘{x\ 

toutes les divisions-- ' , sont possibles, donc 

X — a X — b 

le second membre est un polynôme du degré n — 1; et si, 
pour le rendre identique à F(x), on égale les coefficients 
des puissances semblables de x dans les deux membres, 

on aura n équations du premier degré en A, B , C qui 

pourront servir à déterminer la valeur unique de chacun 
de ces coelficients. La décomposition qu’on vient d’effec- 
tuer pourra donc se faire si les valeurs de A , B, C .... ne 
sont ni infinies ni indéterminées. Pour démontrer qu’il en 
est toujours ainsi, nous ferons x = a dans l’équation (2); 
à cause de f{a) = o, tous les termes du second membre 
s’évanouiront, excepté le premier qui se présentera sous 

la forme - . Mais lim == lim == f{a); l’équa- 

tion (2) donne donc 


F(«) = A/'(a), 


d’où 



valeur finie et déterminée , car l’équation f{x) = o n’ayant 
pas de racines multiples, la dérivée f{a) est différente de 
zéro. 

On aura de même 


15 = 


m 


PU) 

m 


I 


F(/) 
/■'(/) ' 
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Oii a donc idoiiliqiicnienl 

f'(a)x-n f{h)x-b ■■ ni)x-i: 

Exemples : 


. . .T 

1" Soit la rraclion— --i on posera 

a“ — a* 

X A B 

, — ; 

X* — a* X — a X +. a 

ciiassanl les dénominateurs, il vient 

x==(A -H B) X -4- (A — B) O, 

et en égalant les coelïicicnts des mêmes puissances de x 
dans les deux membres, on a les équations 

A-*-B=l, A — B = o; 

d’où l’on tire A = li = et, par suite, 

« 

X 1 I . I 

X* — '2 X — « 2x4-0 


équation qu’on obtient immédiatement, en appliquant la 
F(x) 

formule (a), puisque se réduit, dans le cas présent, 

^ X 1 / t / 

^ X 1 

2“ Soit, en second lieu, la fraction -z — — ; les 

racines de l’équation x® — 2x^ — x -i-2=o sont — 1,2, 

on posera donc 


2x4 — 3x — 1 __A_ _B_ 

X» — 2x* — X 4-2 X — \ x-t-l X — 2 
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et si , après avoir chassé les dénominateurs , on égale les 
coefficients des mêmes puissances de x dans les deux 
membres, on aura les équations 

A -4- B -4- C = 2, 

A ôB = 5, 

2A - 2B + C = t, 

2 1 

qui donnent A = l, B = -,C==-- 

3 3 

Pour appliquer la formule (a), on substituera succes- 
sivement dans l’expression 

2x* — 5x — i 
ôx^ — 4x — t 

à la place de x les valeurs 1 , — i, 2, et l’on aura immé- 
diatement les valeurs de A , B, C. 

12. Supposons que deux des racines a, b, c.... soient 
imaginaires et que l’on ait 

a = a -t- 01 ^ — 1, b — X — 0V — t; 

les constantes A et B, dont les valeurs dépendent de celles 
de a et de 6, seront elles-mêmes imaginaires et ne diffère- • 
ront que par le signe deV — 1 ; donc si l’on pose ' 

/•'(« + fl |/_1) 

on aura 

B = = M -4- N V'~\, 

f'{^ — 0\/—\) 

et la somme des fractions — - — , - - . , c’est-à-dire 

X — a X — b 

M — N M -4- N l/ITT 

zzr:r" ? 

X — X — flj/ — 1 X — a-4-fll/ — î 
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(Icviciulra , cii réduisaiil au iiième dénominateur 


{!>) 


i2M (x — a) H- SX.'Î 

(x — a)^ -4- 


quantité dont le signe ^ — I a disparu. On agira de la 
même manière à l’égard des autres racines imaginaires 
simples. 


Soit la fraction 


Exemples : 

X*-4- 1 

X* — 3x* ■+■ 4x — 2 ’ 


les racines de l’équation + 4x — 2 = o étant 

1 ± 1/ — 1 et 1. Prenant la dérivée du dénominateur, on 
substituera dans l’expression 

x'* -t- 1 9 

nx* — (ix -t- 4 

à la place de x la racine imaginaire I -H — 1 , et on 
1 '1 

aura , donc M — — - , N — -h I . 

2 2 

Faisant ensuite x = 1, on trouve C == 2, et l’on a, par 
conséquent (6), ^ 


X* H- I 

x’ — 3 x^.-4- 4x — 2 



-2 


X— 1 


Cmt des faeineê 

13. Supposons maintenant que le dénominateur /"(x)* 
ait des racines multiples, et soit d’abord f(x) = (x — a)”; 
développons la fonction F(.x) == F(a -t- x — a) parla for- 
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mule de Taylor suivant les puissances de x - 
simplement 


■a, ou aura 


F(x) = F(a) 


F'(«) 


1 .2 


F"(«) 


1.2.3. .. n — 1 




puisque les dérivées de la fonction F (x) d’un ordre supé- 
rieur au n'^ sont nulles, et , par suite, 


F(x) F(a) F'(«) 1 F"(tt) t F'‘-'(o) 

(x — o)" (x— a)" (x — a)"~' 1.2(x— o)"“* 1.2.3(n — 1) x — a 

F (x) 

Ainsi, l’on peut décomposer la- fraction en une 

somme de la forme 

A A, A| An-i 

(x — a)" ^ (x — ^ (x — a)"'* X — a’ 


Â , A( , Ag .... é^ant des constantes. 

14. Considérons maintenant le cas général et soit 

/■(x) = M(x — a)"(x — by(x — c)’ (x — l), 


M étant un cocfllcient constant, et posons 


F(x) 

A 

4) 

A* 

■ ^ , 

A„-, 

• • H- 

f(^) 

~(x-a)’‘ 


(x-a)"-* 

X — a 


B 

B, 

Bg 



1 1 
(x — bf 

(x — 

(x-/>r* 

. . 

X — b 


C 

1 t 

Ci 

Cg 

1 



(x - c)ï 

(x-cr' 

(x-rr* 

. . 

X — c 


L 


- 1 - 
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Le nombre des conslantcs A , A| B, lli .... esl égal au 

degré m = n + p q du polynôme f{x), et si l’on 

chasse le dénominateur en multipliant les deux membres 
par f[x), l’équation résultante sera du degré m — 1, donc 
en égalant les coefficients des puissances semblables de x 
dans les deux membres, on obtiendra m équations du 
premier degré par rapport aux constantes A, A].. ..B, B,...., 
qui donneront pour chacune d’elles une valeur unique; 
d’où il suit que la décomposition précédente ne peut être 
effectuée que d’une seule manière. 

On peut déterminer séparément les coeflicients .\ , A,.... 
qui se rapportent à une même racine a, et démontrer en 
même temps que ces valeurs sont finies et déterminées, 
d’où l’on pourra conclure que la décomposition de la 
F(x) 

fractiouy^^ en fractions simples, est toujours possible. 

Considérons en particulier les termes de la première 
ligne de l’équation précédente, et multiplions les deux 
membres par f[x), on pourra écrire 

F(x) = [a ■+- A,(x — a) -t- A j(x — a)* 


(■»: — «)" ’]— “y — 

F,(x) étant une fonction entière de x; et si l’on fait, pour 
abréger, 

y (x) = A -I- A,(x — a) .Aj(x — a)*. A„_,(x — 


on aura 


(X — «)'■ 


F(x) = ?(x) f (x) +• (x — F|(x). 
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En dérivant celte équation n — 1 fois de suite, on a 

d{x — «)"F,(a;) 


F' (z) = f(x)f'{x) -t- f'(x)<p(x) 


dx 


|f"(z) = ï(x)^''(z) -f- 2 /(z)^'(z)-h p"(^)^a:) - 


cP(z — a)"F,(z) 


dx* 


(0 




F’-'(x)=?(x)^"-‘(x)- 


ÿ"" (x)f(x) 


t ■' ' ' ' 1.2 

. d"'*(x — a)"F4(x) 


’y"(x)f"^{x).. 


dx" 


A cause du facteur (x — o)”, la fonction (x — a)" F i(x) et 
ses n — 1 premières dérivées s’évanouissent pour x = a; 
d’un autre côté, en prenant les dérivées successives de la 
fonction ç(x), il vient 


f (x) = Al -f- 2Aj (x — a) -4- 3 A3 (x — a)* 

y" (js) = 2A2 - 4 - 2 . 5 A3 (x — tt) 3 . 4 A4 (x — «)* .... 
y’"(x) — 2. 5 A3 -H 2. 5.4 A4 (x — a) -4- 3.4.3 A3 (x — «)*. 


et, par suite, 

y(a) = A, ?'(a) = A,, ,p"(a) = 2A2, y"'(a) = 2.3A3 

Donc si l’on fait x = a dans les équations (1), et qu’on y 
substitue à la place des dérivées de la fonction <p(x) les 
Valeurs qu’on vient d’obtenir, on aura 
,/f (a) = H{a), 
l F' (a) = A-4>'{a) - 4 - A,vp(a), 

) F"(a) = A4/"(a) -1- 2Aivi-'(a) -4- 2AjvKa), 

(f) \ 

(f"-'(«) = A4/'""‘’(«) (« — 1) A,>|.<"-®>(a) 

\ +(«-2)(/i-l)A2-4-("-®'(«)...-4-2.3...(rt-1)A„_i>M«)- 
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el comme 4>(a) n’est pas nul, puisque la l'onction ^{x) ne 
contient pas le facteur x — a, ces équations donneront 
successivement pour A, A,, Aa .... des valeurs finies et 
iléterminées. 

15. On peut aussi exprimer les valeurs de 4^ {a), 
■+’(«)> 4'''(o) .... au moyen des dérivées de la fonction f{x), 
en remarquant que l’équation f{x) — o ayant n racines 
égales à a, les expressions 

/•(«), /•-(«). n«) 

sont nulles et que le développement de la fonction f(x), 
suivant les puissances de a; — a, se réduit, par consé- 
quent, à 


fix): 


(x — a)" 


1 . 2 . 5 ...» 
On a donc 


/■"(«) 

/■"(«) 


(a — a)' 






/■:"+!)(„) 


• (a: — «) , 




iL(x)=- 

(x— a)" 1.2.3...» 1 .2.3...(» 1) 

d’où l’on conclut , comme pour la fonction ç (x) , 

Substituant ces valeurs dans les équations (c), on aura les 
suivantes : 

^ ' ^1.2.5...»’ 


F' (a) = A 
F"(a) 


r^'(a) 


2 . 3 . . . (» H- 1 ) 

_ ^ r -^%0 .. 

3. 4. 2) 
/■*"“'(«) 


A.- / >) ; 

2 . 5 . . . n 

5 . 4 ...(« 1 ) 




3.4...» 


'(«)=A 


4 - A 


«(m4-1)...(2« — I) «(»4-1)...(2«— 2) 


/■"(«) 
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Soit la fraclion 


Exemples : 

x'* -I- X — I 
"(x— 1 )*(X -4- I)’ 


011 posera 

X* + X — I A Aj ^ ^ 

(X — l)*(x H- I) ~ (X — l)^ X — I *** X -4- 1 

et l’on aura, en chassant les dénominateurs, 

a;* ^ X- 1 = A(x -4- f) -H A, (X* - I) + B(x- 1)^; 

dérivant deux fois de suite par rapport à x, il vient 
2x -4- 1 == A + 2A,x - 4 - 2B(x — I), 

■2 = 2A, -4- 2B. 


Faisant x — 1 dans les deux premières , on aura 


et, par suite. 


I ==2A, 3 = A -4- 2A|, 



La dernière équation donne B = — 

16. Supposons enfin que l’équation /'(x) = o ait n racines 
multiples imaginaires égales à a -H — 1, elle en aura n 
autres égales à a — — 1 , et le polinôme /"(x) sera di- 

visible par [(x — «)2 -+■ (32]". Dans ce cas, on effectuera la 
décomposition de la fraction ^ de la manière suivante : 
F(x) Ax B A, x -4- B| 

= [(x-«)2-l- S*]" [(X - x)^ -4- ,'52)—' 

AjX -4- Ajj_,x -t- B,j_| ^ 

[(x — a)2 -4- f 52 ]— 2 (x — a) 2 -4- 52 
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S étant égal à la somme des termes provenant des autres 
racines de l’équation f(x) = o. Le second membre con- 
tient autant de constantes indéterminées qu’il y a de fac- 
teurs du premier degré dans f{x), donc si, après avoir 
chassé les dénominateurs, on égalait les coellicienis des 
mêmes puissances de x dans les deux membres, on obtien- 
drait autant d’équations du premier degré qu’il y a de 
constantes à déterminer. 

Multiplions les deux membres de l’équation précédente 
par f(x) , et représentons par 4^(x) le quotient de la divi- 
sion de f(x) par [(x — a)^ ■+■ on aura 

F(x)= (Ax -f- U)f (x) (A|X_-4- B|) [(x — a)'* -t- a*] -^(x) 

+ (A^-v-Bj)[(x-«)*-f-a^/f(x) 

- 1 ) 

Fi(x) désignant une fonction entière de x. 

Pour déterminer les constantes A, B, A|, B| on 
opérera comme dans le cas des racines multiples réelles^ 
c’est-à-dire qu’on fera x — x — i dans cette équa- 

tion et dans celles qu’on obtient en la dérivant n — 1 fois; 
les derniers termes du second membre s’évanouiront , et 
l’on aura ainsi n équations dont cbacune se décomposera 
en deux autres, à cause du signe y — î ; ces équations 
en nombre égal à celui des constantes 

A, B, A|, B| , An-l, Bn-i 

donneront un systèmi’ imiipie de vab'urs finies et déter- 
minées. 
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17. Il résulte, de ce qui précède, qu’oii peut toujours 
faire dépendre l’intégration des fonctions rationnelles de 
celle de différentielles de la forme 


Adx 


Adx 


(Ax -+- B)dx 


(Ax -H B)dx 


X — a (x — a)" (x — a)* -+- /3* [(x — a)* -4- /S*]" 

La première s’intégre immédiatement, et l’on a 
' Adx 


/ Adx 

X — ( 


: Al[x — a) C. 


Adz 


Si l’on fait x — a = r, la sticonde devient—— = Ax— "dz 

A ^ 

dont l’intégrale est — ^ — - , donc 

{n — 1 )x"-‘ 


r 

'J (x 


Adx 
(x — a)" 


C. 


(H — t)(x — a)”*' 

Soit X — a = Z, la troisième deviendra 

( Aa -t- B -4- Az)dz ( Aa -f- B) dz Azdz 

Z* -4- f* ^ ' 

dont l’intégrale est 


r* -4- <42 


P* 


Aa -4- B Z A 

- arc tang — 4- — /(z* -4- -4- C. 

? 2 


3 


on a donc 

(Ax+B)dx Aa-4-B 


Jï 


(x— a)2-4-j5* P ° P 2 

Pour intégrer la fonction différentielle 
(Ax B)dx 

[(x — «)* -4- pî]" 


arc tang ^ P*] -♦-C- 
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nous ferons x — a = [3r, d’où </x = ^dz, cl l’expression 
précédente deviendra 

(Aa H- 1$ -t- Afiz)dz Aa -+- B dz A zdz 

-f- s*)" ^ (l-f-Z*)" 

La seconde partie a pour intégrale 


2 (« — I ) ( I -r- zi)" - ' 2(rt — 1 ) [(x — a)* - 4 - P*]" ‘ 

11 reste donc ù intégrer l’expression rr-^,— ; or, on a 

(1 - 4 - Z-) 

identiquement 

dz ( I -4- Z* — z*)(/z dz z'^dz 

(1 Z^Y ~ (1 -H Z*)" “ (1 -H z2)"-‘ ” (t -t- zi)" ’ 

donc 


yd-t-z*)" ./ (1 Z*)"-' ./ ( 


J (1 -4- Z*)" ./ (1 Z*)"-' 

Mais l’intégration par parties donne 


(I +z2)" 




2 ( 1 - 4 - Z*)" 2 (« - t) (1 -t- Z*)"- ’ 


/ dz 1 

"2 hi — l)(t ■ 


J 2 (n — t)(t - 4 -z»)"- ' 

substituant dans l’équation précédente et réduisant, on 


trouve 


2/1 — • 3 /" dz 




J (I -4- Z*)" (2« — 2)(1 -4- z*)"~* 'in - (1-4- Z*)"-* 

Au moyen de cette formule on fait dépendre l’intégrale 

/ * (Iz 

(1 -4- zÿ 3Utre dans laquelle l’exposant « est di- 
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m 

minué d’une unité. La même formule peut servir à réduire 
successivement d’une unité l’exposant du binôme I -t- 
et à faire dépendre l’intégrale dont il s’agit de 



ar(' lang x. 


On peut donc, au moyen des règles qu’on vient d’ex- 
poser, intégrer une fonction différentielle rationnelle 
quelconque. 

Exemples : 


(Ix 

18. 1” on a, d’après la règle du n" 11, 


1 1 


1 I 


'2n X — (I , ia X a 


donc 


/ ‘ dx \ ^ dx \ dx 1 

I* — 2rt,/ X — a 1(xJ X -4- « 2« ^ ^ 

I , t . . / X — a 

— — l[x a) = - l\/ G. 

2a « T j; -+- a 

/’(2x^ — 3x — l)(/x , ,, 


2x^ — 3x — t 


I 2 I ^1 1 


X® — 2x^ — X -t- 2 X — 1 3x-*-t 5x — 2 


Multipliant par dx et intégrant, on aura, pour l’intégrale 
proposée , 

2 t 

/(.r — '!)+ — /(x -4 I) -4- — /(x — 2) -4- C, 

.) 3 

qu’on 1 ) 011 1 mettre sous la forme 

/(x — l)t^ (.r + I)* (x — 2) -4- C. 


Digitized by Google 



CIIAPlTItK II. 


â:î7 


' ./i=— 3Î* -.(X— 2' ■ "■ 


-4- I 


x'-' .3X* H- 4x -I X — I (X 1 / -4- l 

l’intégrale proposée est donc égale à 

''’(x — 5)f/x 

( 7 =rT)* 

faisant x — 1 — z, cette dernière devient 
J I -f- J \ J I 4- Z? 2 ' 


, f'(x — 5)f/x 
2/(x — I ) — / 5 : 

' y (X — I )* -4- I 




— 2 nrr lang z = — /(x* — 2x + 2) — 2 arc taiig (x — t ). 
On a donc 

(x* -4- t ) dx 


r 

J x~^ — 5x- 


(x— t)* 

“2ar<'fang(x — l)-4-/ — — — m- C; 

-4-4X--2 |/x* — 2X-4-2 

/ '* J _4_ JJ — I \ 

T - — -■ —7 ; la fonction qui multiplie dx est 

•t** JC* «1/ t 1 


égale à , n" io, 

1 t 


;i I 


I 1 


2 (x — 1 )* 4 X — I 4 X -4- 1 

l’on aura , pour l’intégrale dont il s’agit , 

' ■ ^/(X- l)-i/(x-4-t)-4-C = /\/^-^’*'* 

4 4 ^ X- 


2(x-l) 

5 


x-4-1 2{x— I) 




/'* dx 

/-T-r. ; ; on posera 

^ (x- -4- l)-iX — I; 


Ax -4- B A|X -4- B, 


(x^-4-t)*(x — t) (x*-4-l)^ X* -4- t X — 1 


47 
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et l’on aura, en chassant les dénominateurs, 

1 = (Ax -+- B) (x — 1 )-4-(A,a: -+- B,) (x*-i- 1 ) (x — i ) -+- C(x»-+- 1 )». 

I 

Soit d’abord x = 1 , on aura 1 =4C, C = r-; faisant ensuite 

. - — 

x = K — 1, il vient 

1=(AV/^ .+. B)(1/--T— 1), 

équation qui donne, en égalant les parties réelles et les 
parties imaginaires des deux membres , 

A -.-B = — I, A = B, donc! A ==B= — 

2 

Substituons ces valeurs dans l’équation précédente, et 
faisons passer dans le premier membre les termes déjà 
connus, nous aurons 

— = (A,X H- B,)(x 2-4- t)(a-— I), 



Or on a 


(x -4- l)dx (x-+-l)dx dx 

2(x» 4- 1)*“ A(x* -H ij A(x- t)' 


dx 1 , , 


/ (x -4- t)dx 1 r- xdx \ f dx 1 , a 

^(x* -4- 1) ijx'^ -4- 1 ^ -4- X* 8 


• i 

H arc taiig x, 

4 
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f^(x \ )djT I r xdx 1 /* 

/ 2(x* -t- (xî -+-!)* 2./(^ 


dx 




(x* -+-!)* 1(.r* . l) 


1 


4(x* -t- I) 4. 
Substituant et réduisant, on trouve 
dx X — I 


-t- J arc tang x. 


h 


(x* -+- I)S(a: — t) 


I X — 1 

l 


4(x«-+-t) 4 

1 


— ^ anr lang x -t- C. 


Exercices ; 


f - : î. ; 3- r - 

./ x‘ — 7x2-t-|-2 ./(xi— |)i + S 

r x*dx ., /• rfx ^ r dx 

,/x‘h-x* — 2 ’ ■’ ,/x‘ -+n ’ ./ r~ X* ’ 

70 g.. 

1 / {x^ X- \f ./ (x® -t- X- + t )i 


x^dx 

Î)x*-4-8x+4 ' 
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CHAPITRE 111. 

I.NTÉGBATION DES FONCTIONS IRRATIONNELLES. — INTÉGRATION DES 
DIFFÉRENTIELLES BINÔMES. Cas d’iNTÉGRABILITÉ. FOR- 

MULES DE RÉDUCTION. 


Mn$égÈ^Hon <fe< fonctUttu 


i9. Il n’y a pas de règles générales au moyen desquelles 
on puisse intégrer les fonctions différentielles irration- 
nelles; ce n’est que dans un petit nombre de cas parti- 
culiers qu’on peut, par des substitutions de variables 
convenablement choisies , rendre ces expressions ration- 
nelles, et en effectuer l’intégration par les méthodes 
précédente.s. 

Exemples : 


jo — — 1 * 1 - — (ix-, si l’on fait x =z®, toutes les ra- 

./ 1 — 

cines indiquées pourront s’extraire , et l’on aura * 

1 * 

I* = Z*, 3? = Z*, dx = Üz^th; 
l’intégrale proposée devient ainsi 

/ Z® -F- Z — I 
j 3 

à laqiii'lle on peut appliquer les règles précédentes. 
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dx; eu posant 1 - 4 - x = x‘, les ex. 


,y 1 -H I X 

tractions indiquées pourront s’effectuer, et l’on aura 

4- X = Z*, 1/ 1 -4- X = Z, dx = iz^dz; 

substituant ces valeurs, l’intégrale proposée se réduit à 

J Z -4- 1 

4 2 4 1 

= — r 2 ® — — 2 * 2z* — 4 z.-4- kl 4 - C, 

7 3 3 z-^- l ’ 

qu’on peut obtenir en fonction de x en substituant à la 


- z^dz — 4 




dz 


variable z sa valeur V i-hx. 
x"-‘dx 

1 ; soit 1 — x”‘= Z”* ; on aura 

(t -4-X”)(l — X™)" 

x”-Vx 

et l’intégrale deviendra 


dz, 


r- z”'-*dz 

./ '2 — z" 


Exercice! : 


bx 

xdx 


r* 3?dx f' dx 

1” ; 2* / 

\ — X J xV' a -y 

3° f\a, — bxŸxdx; 4“ /- 

, J -y X*) V/a - 4 - 6x* 

20. Considérons maintenant les expressions de la forme 

f{x, l/a - 4 - 6x - 4 - ex*) dx, 
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/■(lésignanl uiiefunction rationnelle dex et del^ a+bx-¥-cx'^. 
On peut faire sortir du radical le coefficient de x^ pris avec 
le signe plus, et supposer, par conséquent, c = ± 1. 

1” Soit d’abord c = 1; pour rendre rationnelle l’expres- • 
sion dont il s’agit, on fera 

bx -t- x^ — Z — X, 

Z étant une nouvelle variable, et l’on aura, en élevant au 
carré 

a •+- 6x = 2 * — '2xz. 


On en tire successivement 

I . « / ^ J J . - (* x)dz 2^ — 1/ 

l)dx = z(z — xjdz — zzdx, dx = — ; > x = - 


b Üz 


i ’ 


et, par suite , 

..y , a-i-bz-i-z^ 2(aH-6z-+-z*)d2 

V a-^-l)x-^-x^=z — x = - 5 dx = ; 

b -¥■ '■Iz {b -+- 2z)* 


Au moyen de ces valeurs, la fonction différentielle proposée 
deviendra rationnelle, et s’intégrera par les règles expo- 
sées dans le chapitre précédent. 

2° Lorsque c = — 1, on peut supposer que les racines 
de l’équation x^ — bx — a = o soient réelles; autrement 
le radical serait imaginaire pour toutes les valeurs de x. 
En les représentant par x' et x", la variable x sera com- 
prise entre x' et x", et si l’on suppose que x' soit la plus 
grande des deux racines, on aura 

« -4- 6x X* = (x' — x) (x — x"). 

Posons maintenant 


(x' — x) (x — x") = (x' — .t)z. 
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on aura succossiveineut 


x — x" = (x' — .x) Z*, (1 Z*) dx = (x' — x) 2zrfz, 


X == 


X Z 


1 -4- Z* 


-J l/a -f- 6x 


(x' — x")z 

1 4- Z* 


dx = 


(x' — x") 2zdz 

“Tï -4- ~ 


Celle Iransformalion peul élre employée quand les racines 
x', x" sonl réelles, quel que soil le signe de x^. 

3“ Lorsque a esl posilif on peul employer la transfor- 
mation suivante, quel que soit c. 

Soit V' a-(- lix -+- ~xz + \^a\ on aura 


ft 4- ex = xz* 4- 2z l/a , (c — z* ) dx = (xz 4- Ko ) 2dz 

2zl/a — b . z*l/a — 6z4-cl/a 

X = — — > K a 4- l(x 4- ex* = > 

c — Z* c — Z* 

dx = -6z4-cl/â 

(c-z*)* 

Par cette transformation, qui peut être employée dans le 
cas où a est nul, la fonction différentielle proposée sera 
rendue rationnelle. 

21. Une expression différentielle de la forme 


f{x, Kx 4- a, Kx 4- ù) dx, 


/'désignant une fonction rationnelle, peut s’intégrer par 
les mêmes méthodes; car si l’on fait x 4- a = z^, on aura 

X = Z* — a, dx = 2zdz , l/x4-ù=l/z* — a -i- b. 


Par cette substitution , la fonction proposée ne contiendra 
plus que le radical K z* — a -h b, et l’on retombe dans le 
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cas précédent. On peut encore faire 

a — bV 


et l’on aura 


VT 


les radicaux disparaîtront de la fonction , et son intégra- 
tion sera ramenée à celle d’une fonction rationnelle. 


Exemples : 


dx 


22. 1“ — ^ en employant la première trans- 

it a 6x -t- a;'* 

formation , on fera 

l/a-f-6x-+-x* = z — X, 

d’où 


a bx — z^ — 2zx, {b -t- 2z)(/x = (z — x)2dz ; 


donc 


dx 


dx 


dz 


Z — X V/a t)x -f- X* ^ „ 

2 


et, par suite, 


r ^ (l 

•>' \/a -t- 6x -t- X* / ^ 

= t -H X -f- V/ « H 

\% 


dz 


=/^--.zN-c 


6x -V- X® -H C. 


Soit « -.= 1 , 6 = O , on aura 
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C^O 


ilx 


a -*-bx — 
et l’on fera 


~ ; les racines du Irinùme seront réelles, 


\/a-\- bx — X* = l/(x' — X) (x — x") =T (x' — x)z; 
on aura donc • 

X — 'x"=(x' — x)z*, (1 4-z^)dx=(x' — x)’îzdz, 

dx dx idz 


(x' — x) Z yu-{- bx — x^ 1 -r- z'^ 

et, par suite, 

dx dz ^ „ 

/ rr: = 2 / — — - = 2 aiT tang Z H- C 

«y l/a -4- 6x — X* J 1-4-2* 

m /* — * ’ 

= 2 are tang \/ — 1 - C. 

t’ 'X X 

Cette intégrale s’obtient plus simplement en observant 
que 

a H- fcx — X* = a -4- ^ - ^x — = (a -4- (I — z*), 


OU l’on a lait 
b 
2 


donc 


^ — ^ = dx==dz\/a+--, 

dx P dz 

/ — — = / — - = arc sin z - 

\/ a ^ hx — x'^ *J \^ \ — 


arc sin 


\/"4 


C: 
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, y i ; soit l -h x'* = xz -h i , on aura 

XV i 

X = xz* H- 2z , <iz ( 1 — Z*) = 2 {xz -t- \ )dz, 


d’où 


dx 


dx 


2dz 


t »/ 1 -t- Æ* t — Z* 


on a d’ailleurs x — 


2z 

I — Z- 


donc 


./ .rW^I .r* y * 


J/ 1 a:^ — I 


H- (à. 


Exercices 


X '* xdx P dx /^l/i — 

- 2"/ -rirr^r-. 5° / 

V\— X —X^ ’X x'^V i—x'^ '' i H- 

r dx r dx n r • 

4 ”/ : b"/ =; 6 “/ , 

{\-\-x')V^-*-x-\-x‘ 'J — x^ J (1 — x‘^)v \+x^ 


r^dx 


MHêégfaUan <(e< MfférenUmUe» MttAmet. — Cat ^’tnté- 
gi'oUUIA. 

23. Les diflerentielles binômes sont représentées par la 
formule 

x^(a - 4 - bx"Ydx, 

dans laquelle on peut supposer m et n entiers; si l’on 

i -P 

avait, par exemple, l’expression (a + 6x*) dx, on fe- 
rait X = Z®, et elle deviendrait 6z"(a + 6z3)’’dz. On peut 
aussi supposer n positif, car l’expression x"{a-t'ôx-") dx, 
en y faisant x = -devient — z~ "*“*(« -f- bz”fdz, où l’ex- 
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posant de la variable c dans le binôme a ùz” est positif. 
L’exposant p doit être regardé comme fractionnaire; car 
s’il était entier, positif ou négatif, la différentielle dont il 
\ s’agit serait rationnelle et s’intégrerait d’après les règles 

) connues. 

Essayons de rendre l’expression proposée rationnelle 
(“n pos^t a -f- hx” = z; on aura 


1 — — I 



et, par suite, 

, I l: — a\ ” 

.r"(a hx‘‘ydx z= -jz* ^ — j dz. 

Lorsque — — - est un nombre entier, positif on négatif, 
cette expression peut être intégrée, car si /»=--, on la 
rendra rationnelle en posant z — f. 

24. On a identiquement 

jp” (rt -t- hx”Ydx = (as-" -4- hfdx, 

et si l’on applique à cette dernière expression le théorènre 
qu’on vient de démontrer, on en conclura que l’expression 
proposée peut être rendue rationnelle, et, par conséquent, 

, . »« -t- 1 

integree lorsque — i- p est un entier, 

positif ou négatif. 
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Exemples : 


m -t- 1 


1® yxs(a + 6x5)'’(/x; la condition — - — est satisfaite, et 
en posant a -h 6x"’= z, l’intégrale se transforme en 

— fz^(z — a)dz . -+-^C. 

nb'^ nb \p-*-2 p * 


2“ /x*(a + 6x"’)5dx; on a = -,p = ->donc 

J ' ' n O ù 

m -+- I 

+p = <2- 

71 

donc l’expression proposée. peut être rendue rationnelle. 
Soit ax-^-hb — Z, ou a-^-bx^ = x^z, on aura 


. 1 - = a® (s — 6) dx = — - a® (z — b) ^ dz, 

3 

et l'intégrale deviendra 

t 

/» z^dz / * t^dt 

en posant z = f\ 

#V>fmNle* «le trèdttetUttt. 


2î). Lorsque l’expression x’"(a -t- hx”fdx ne satisfait à 
aucune des conditions d’intégrabilité qu’on vient de recon- 
naître, on la réduit à des formes plus simples en dimi- 
nuant, autant que possible, les exposants m et p. Ces 
réductions s’effectuent très -simplement de la manière 
suivante : 
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Eli (liiréroiUiant l’expression hx”)'', on trouve 

(!)</. x”'+* (u+bx"f = (<n + 1 ) x”' {a+bx")P dx+7ibp x"‘+" {a+bx"f''dx ; 
mais la première partie du second membre revient à • 

(lit -e \ )x"(« + bx"'f7\a -\-bx")dx = a (m -i- 1 ) x"' (« + bx'')f~ ' dx 
-h b(m H- t ) x"'+’' (a -e bx"}’’ ~ ' dx. 

Substituant cette valeur dans l’équation précédente et in- 
tégrant les deux membres, on aura 


(: 2 ) {((m-hi) /x^((i-hbx"/~' dx 

■+- b(m -\-7ip+ t ) J'x"'^"(a -I- 6x" Ÿ~' dx = x’"‘^'(a + bx"Y , 

équation qui fait dépendre l’une de l’autre les deux inté- 
grales du premier membre. 

26. Lorsque m est positif, on en tirera la valeur de la 
seconde intégrale en fonction de la première, et l’on aura, 
en y changeant m en m — « et p en p -i- 1, 


(«) fx^( a -V- bx’'Pdx 

a{m — n 1) 
b[m -t- np I ) 


x’'‘—+'(a - 4 - 6x-')P-*-' 


b[m + itp 1) 
bx"f dx. 


La recherche de l’intégrale proposée est ainsi ramenée à 
celle de Jx”'—”{a -h bx’')’^dx. En changeant dans la for- 
mule (a) m en m — n, on fera dépendre celle-ci de 
^"(a -h bx”Y dx et, ainsi de suite. Donc si ni est le 
plus grand multiple de n contenu dans m, on sera conduit 
après i réductions à l’intégrale J x™ - "'(a -f- bx"fdx, dans 
laquelle l’exposant de x est moindre que n. 

Cette dernière intégration peut s’effectuer lorsque 
m — ni == n — 1 ; on a alors 


bx"fx'' 


, (a -4- 6x”)^' 

(IX =r 

bu (p + 1 ) 


-e C , 
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et l’intégrale de la fonction différentielle proposée peut 
s’exprimer algébriquement. La condition m — ««— n — \, 

donne -- J - * = i -i- 1 , ce qui est le premier cas d’intégra- 


bilité que nous avons trouvé. 

27. Si m est négatif, on tirera de l’équation (2) la pre- 
mière intégrale en fonction de l’autre, et l’on aura, en y 
changeant w» en — m et p en /) + f , 

(/>) + bx-'fdx = -- ^ 


b(m — n p — n — \ r-m+n 
a(m — 1) 


a(m — I) 

(o -t- hx"fdx. 


Au moyen de cette formule, on diminuera successivement 
la valeur numérique de l’exposant — w et , après i réduc- 
tions, on arrivera à l’intégrale yx— ”'+"'(a-i-6x"/dx, 
qu’on pourra obtenir si 

. — JH -H 4 

— m -t- m = n — 1 ou = — J t, 

n 

condition qui rentre dans le premier cas d’intégrabilité. 
En prenant pour ni le multiple de n immédiatement su- 
périeur à m, l’exposant — m-hni sera un nombre positif 
plus petit que n. 

Les formules (a) et (b) ne peuvent pas être employées 
lorsque m-}-np-hl — o oüm — 1 = o ; mais dans ce cas, 
l’un des caractères d’intégrabilité est satisfait, et la diffé- 
rentielle binôme peut être rendue rationnelle. 

28. Pour obtenir une formule au moyen de laquelle on 
puisse diminuer l’exposant du binôme , nous remarquerons 
que la seconde partie du’ second membre de l’équation (1) 
revient à 


jip-r'" (a-f-ba;" — ii) (u + bx"}f *dx~ itpx"'(a-t-l)x'‘Ÿ’ — anpx'“{ii-i-bx’‘)^ *dr 
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et qu’eu y substituant cette valeur, on a eu intégrant, 
(5) (»i -4- np + 1 ) f bx")P(lx — aiip Jx'"(a - 4 - bx")P~*ilx 

= x”‘^\a-^-bx-y‘. 

Pour diminuer l’exposant p, supposé positif, on a donc 
la formule 


(c) Jx"'{u-\-bx"Ydx 


x ”'+\a ^bx’Ÿ 

m - 4 - nplt- \ 


anp 

in -+- np -+- 1 


Jx"'(a-\-bx''Ÿ *dx. 


au moyen de laquelle on fera, par des réductions succes- 
sives, dépendre l’intégrale proposée d’une autre dans la- 
quelle l’exposant du binôme sera compris entre 0 et d. 

On peut remarquer que la formule précédente peut 
s’obtenir immédiatement, en mettant l’intégrale dont il 
s’agit sous la forme J'x”'+”P(ax-"-hb)'‘ dx; l’intégration 
par parties donnera 

Ht np -t- I 

— . rjr+«p-«(ux-” -t-bY-'dx,* 
m -4- np -4- 1 



formule qui est la môme que (c). 

29. Si P est négatif, on tirera de l’équation (3) lu 
seconde intégrale en fonction de la première, et en y 
changeant P en — p + 1, on aura la formule 


(d) fx'-ia-t-bxTfdx^^ 
■np n-*-\ 


x^'(a-^bx")-f^' 


m - 


an(p- 


nn 

■ 1 )" 


an{p — 1 ) 
fx'”(a-*-bx'‘)-P+'dx. 


La valeur absolue de l’exposant du binôme est donc di- 
minuée d’une unité, et par des applicalions répétées de la 
même formule, on pourra le ramener entre les limites o 
et I. 
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Applications : 
x”*f/x 

1" Soit l’inléerale mêlant un nombre entier 

® J V\-x^ 

positif; la formule (a), en y faisant 

I 


« = 2, P = — - » f( = I , /; == — 1 , 

2 , • 


donnera 


rx'^dx 

. / v/r^î 


Vi 


m 


rlf‘ 

Yt \ J 


x’”-Vx 


W! m j/,| J.Î 

Si l'on y fait successivement m= 1, 3, 5, 7 , on aura 

r® -f- ('. 

xdx 


— t/i~ï 
■’ V'\ - it’ 

f- ^ 

# I 4 Z’ x*rfx 

/ — = — — T * K I — T* H / 

./ 1/ 1 __ •* — X* 

,/ 1/ V Ti 7 7 ,/ 1/ 4 — J.-4 


et, par suite, 
x'hIx 

yf 

x^dx 


/ ■• x~‘dx 

Â 


\3 I .«ô/ 
I . 


-(i 


1/ 1 __ B- i H_ C 

i . 2 . 4 


3 . .'i 


t . 3 . ;i 


V/l 


/ "* x’’dx 

yV—x*~ 


— .'T^' - 

7 


1.6 

5?t" 


1.4.6 i.2.4.6\,. 

— yt — X® 

5.5.7 1. 5.5.7/ 


.+ C 
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Kn donnant successivoment à m les valeurs w = Ü , 4, 6...., 
on trouve de même 


x*dx 


y V/ 1 — 

Â 


1 1 

■ — — xvl — r* H — ni'(» .siii x -4- C. 

2 2 


Ki — a-* 

sfidx 


( 


1.3 

2^ 


arcsiiiT-+-C 


2.4.(i/ 2.4.0 


-H 


arc sinx •+■ C 


2“ Soit encore ^ on posera at= et l’in- 

r (IX ■ X 

tégrale proposée se transformera en 


■fl 


2«“ 


z*'"f/s 


l/l — 


qu’on vient de déterminer. 


i« 
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CHAPITRE iV. 

INTÉGRATION DES FONCTIONS TRANSCENDANTES. 

Intégration par substitution. — Intégration par réduction. 

— Intégration de quelques fonctions trigonométriques. 

iHtégfatiOM pat' tubtlUaHon. 

30. On n’a pas de méthode générale pour effectuer l’in- 
tégration des fonctions différentielles transcendantes. On 
cherche ordinairement à les rendre- algébriques par une 
substitution de variables convenablement choisies; ou on 
les ramène à des formes plus simples au moyen du pro- 
cédé de l’intégration par parties. 

Soit l’expression /'[<p(a;)] f'{x)dx, f désignant une fonc- 
tion algébrique et <p(x) une fonction transcendante quel- 
conque; si l’on pose ^{x) — z, on aura ^'(a:) dx = dz et 
la différentielle dont il s’agit sera ramenée à la forme 
algébrique f{z)dz qu’on cherchera à intégrer par les mé- 
thodes précédentes. C’est ainsi qu’on rendra algébriques 
les expressions 
dx - 

f{lx) — J /(«*) a dx, xdx, f(cos x) sin x dx, 

dx 

fiarc sin x) — =r- f etc. 

Mniégi^aiion par réduction »ueco»êiro. 

31. Lorsque la fonction différentielle a la forme 
f[x)z’^dx, f{x) étant une fonction algébrique, et z une 
fonction transcendante de la même variable, on essaye de 
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ramener l’intégration de cette fonction à celle d’une autre 
de même nature dans laquelle l’exposant de z est diminué 
pour le faire enfin disparaître. On y parvient ordinaire- 
ment en intégrant par parties, une ou plu.sieurs fois, la 
fonction proposée. 

Exemples : 

Considérons en premier lieu l’intégrale 
yi“-' [Ixfdx; 
en int^rant par parties, on a 

/i“- ' (Ixf dx = _ i fx''n\lx)”-' d.lx, 

^ a a 

OU 

/i“-’ (/x)" dx = ” fx"-' (Ixf - ' dx. 

Au moyen de cette formule, on diminuera successivement 
l’exposant de Ix , et, dans le cas de n entier et positif, on 
en déduira sans peine la formule 


fx'^-Hlxfdx. = -[(fx)" — - 

^ rt L « 

«(n — "I 

a” J 






-e C 


Si l’on fait x— e*, dx— e*dz, Ix =z, on aura la formule 
fz'^rdz:^ 

^ a L o (d 


nin — 1) 2.1 


]-■ 


qu’on peut aussi obtenir directement par le même procédé. 



2715 t'.ALCUL INTÉGRAL. 

Pour diminuer l’exposant de Ix lorsque n est négatif, 
on renverse la formule de réduction, et l’on trouve, en y 
changeant ?i en — n-f- 1, 





a 

n — \J [Ix] 


■'dx 

n^l 


En répétant cette réduction on parvient, lorsque n est 

entier, à l’intégrale J—î ^ — ne peut intégrer qu au 

moyen d’une série d’un nombre infini de termes. 

Èn posant x = e*, l’équation précédente devient 



(« — l)*"- ' 



qui fait dépendre l’intégrale proposée de l’intégrale irré- 

/ c^^dz 

— — à laquelle se 

même transformation. 

2° Soit encore l’intégrale y”(arc sin x)"dx; l’intégration 
par parties donnera d’abord 


ramene 




ax 


Ix 


par la 


J\&rc sin x)’'dx — x {arc sin x)” — w^^arc sin x) 


n-l . 


xdx 


intégrant par parties une seconde fois, il vient 


xdx 


/(arc sin x)"~^ ... = — (arc sin xf * j/1 — 

'' y \ — X* 

H- (m — \ ) y(nrc’sin x)"~* dx 


et en sulistituant dans l’équation précédente, on a 
/(arc siiix)"d* = x(arc sinx)** -t- w(arc sin x)**"* j/i — x* 
— n{n — t)yl^arc sin 
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Au moyen de celle formule, on Irouve sans peine 


f (arc sin «)" dx = (arc sin j;)" 


nV' \ — x^ 
arc sin x 


n(n — \)x 
(arc sin jt)® 


n[n — \Yn — <î)V'ï — x‘i 
(arc sin x)* 



C. 


Soit arc sinjc== z, d’où x = sin z, dx = cos z dz, la for- 
mule précédente deviendra 


r . r . ncosz m(/j— l)sinz «(« — 1)(«— 2)cosz "l 

L z z* z^ J 

= sinz[z" — 7i{n — l)z"‘*-r-—]-f- cosz[/iz""' — n{n — 1)(« — 2)z"‘®...] -f-C. 

32. L’intégration par parties donne à la fois les deux 
intégrales 

ye“^ sin 6x(/x, yê“* cos 6x(/x; 

car on a 

rax ■ I J e“*siniix 6 

J e sin bxdx = / e cos bxdx, 

•' a aJ 

f ï"* cos bxdx = — — H — sin bxdx, 

n rti/ 

d’où l’on tire 

/e“ sin bxdx = — (o sin bx — b cos bx) -i- C, 

'' a* -I- O* 

/e"* cos bxdx = — in cos bx -*■ b sin bx) ■+■ C. 


On peut encore obtenir ces formules en changeant a 
en a + b)^ — I dans l’équation 

/■e"</x = — -H C, 

■' a 
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ce qui dunne 

/«" (cos bx V' — i sin bx) dx 


e“* (cos bx -t- V' — 1 sin bx) 
a -i- b i 


C, 


et en égalant séparément les parties réelles et les parties 
imaginaires dans les deux membres. 


MHiégraUoH rfe fonetiOHt it'igonométt'iqtfet, 

33. Pour intégrer les fonctions trigonométriques, il 
faut se rappeler les intégrales simples que nous avons 
rapportées n“ 6. On en déduira sans peine les suivantes : 

{ \ 1 

1 “ /sin X cos xdx== — /sin 2xdx — — f&m 2xd.2x = — cos 2x + C. 
J li:J k 

On peut encore faire 

r- 

y sin X cos xdx — y sin xd. sin x = — ^ 1 - C; 

^ P , /'sin X , Pd cos x 

2® / tang xdx = / dx= — f — / cos x -i- C; 

«y cos X «/ cos X 

». /> . /’cos X . pd sin x 

3® / cot xdx = / dx= / = / sin X - 1 - C ; 

.y sin X ,y sin X 



tangx 


= / tang X - 1 - C; 


= l tang-x C; 
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- 7" y'sin (ax b) sin {a'x h') dx; en changeant le pro- 
duit des sinus en une différence, cette expression devient : 


^ycos[(a — a')x -t- 6 — b']dx — ~JcQs[{a + a')x-\-b -4- b']dx 

sin [(rt — a') X b — //] sin [(n - 1 - u)x -4- b -t- b'] 

2 (a — a') 2 (u ■+■ a') 


On intégrera de la même manière toute expression formée 
du produit de sinus et de cosinus d’arcs de la forme ax -t- b. 


- 4 - b cos* 


j cos* T ^ 

X / « , J a 

t / — " 

' cos* J 


d. tans X 
■ 4 - b 4 - a lang* x 


qui est 


\/ a {a -4- b) 


urc tang 


a tangx 
V a {a -4- b) 


\ J a tangx — — «(a -t- b) 

. ~ . . -V Z ~ 

2 k — a (a 4- b) a tangx-»- K — o(a-»- 6 ) 
suivant le signe de a (a - 1 - b). 


b cos X 


se ramène à la précédente en faisant 


,/ a sin X 


cos X = 2 cos* —X — 1 ; 

2 

; on fera 


a b 

— = co.s g , — — sin a;, 

|/a* - 1 - 6 * |/n* -»- Ifl 
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f -- r - - 

./ asm X O cos x •/ sin (x 4- a) 


11 


. r 

J osinx- 


= -H 6* / taiig— (x + a) C; 


Ax 


-, ; en posant 

ü (“OS c + r 


: sin a. 


t/rt* 6* V/o* 

l’intégrale devient 
I /• dx 


■ = CÜS «X 


Va'i + bi' 


:h, 


,h 


|/«î -f. 62 y A -f- COS (x — a) y 


2 ^ 

O® A — 1 


— dx 


2 cos’ - (x — a) 


qu’on obtient en changeant, dans 8", a en A — 1, 6 en 2 
et X en - (x — a). 

34. Considérons maintenant la diflcrentielle 


sin^x cos"x(<x, 

et posons sin x — z, on aura 

■ X i 

cosx V \ — Z*, dx~ — 

\/\ — Z* 

et l’expression proposée prendra la forme des différen- 
tielles binômes, 

ti— ( 

(1 _ x2)~,/z, 

qu’on peut intégrer, quel que soit m, si n est un nombre 
impair; elle est encore intégrable lorsque -^ ^ est entier 
ou m impair, quelque soit n; ou lorsque 

JH -4- 1 n \ JH -4- 1 ! 

2 2 _ 2 
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est entier. L’un des trois cas, au moins, a lieu lorsque m 
et n sont des nombres entiers, positifs ou négatifs. 

35. Mettons l’expression proposée sous la forme 

col"~* X X d.siii x, 


l’intégration par parties donnera 

Aol"-’ xsin’'‘^"-'xf/. sin x = 

m n 


(•ot"-’xsin”'+"x 


n—l 


m -4- n 
ou bien 


/col"-* X siii^+’-^xr/x 


(«) y^sin"'x cos"x^/x 


sirT'’‘'’"'x cos" ‘x 


ni -4- n 


n — I 


m - 4 - n 


Js\u”‘xws" *xdx. 


Au moyen de cette formule, on abaissera successivement 
de deux unités l’exposant de cos x, et si n est un entier 
, positif impair, on parviendra à l’intégrale 

/sin'"x cos xf/x = /sin“xd. sinx== h C. 

m -4- 1 

Si m est pair, l’intégrale proposée dépendra de J' sin*"xrfx. 

On réduira de la même manière l’exposant de sin x 
au moyen de la formule 

/IV » I sin"“'’x cos"'*"*x m — 1 r- » j 

(b) /sm”x cos"x«x = — — 1 / sin x eos"xdx 

ni -4- M m 


qu’on obtient en changeant dans (a) ^cn ^ — x, m en n 
et réciproquement. 

On peut aussi l’obtenir directement. 

En y faisant n — o, elle devient 


^sin^xdx = — 


sin*" ’x cos X 


m 


Ain”' ®x(/x, 

n ■' 
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formule qui conduit à J ' sin xdx ~ — cos x -+- C quand m 
est un entier impair, et à J' dx — x C quand m est 
pair. 

On obtiendra de la même manière l’intégrale ycos "xdx. 
On peut encore intégrer les expressions sin” xdx, cos" xdx 
en développant sin” x cos" x suivant les sinus et cosinus 
des multiples de l’arc x au moyen des formules du n° 66. 
On a , par exemple , 


sin 


*x = — ( — sin ôx + 5 sin x) , 


donc 



I - eos DX — a cos X 
\0 


+ C. 


36. Lorsque l’exposant qu’on veut réduire est négatif, 
on résout la formule de réduction par rapport à la seconde 
intégrale; si l’on avait, par exemple, à intégrer l’expres- 

sion J — dx, la formule (a) donnerait, en y changeant 
«en — M -h 2 , 


•x cos"x 


sin**+‘x 


m — 


(n — t) cos"'*x 


— tt + 2 ^ sin^x ^ 

n — 1 J cos"'*x ’ 


et l’exposant de cosx se trouve ainsi réduit de deux 
unités. 

Ces réductions conduisent toujours à des expressions 
qui sont intégrables quand m et n sont des nombres 
entiers. 

37. Les formules (a) et (6) ne peuvent pas être em- 
ployées lorsque + n = o ou n = — m; l’expression 

• sin^”x 

sin ”x cos "xdx devient alors dx = tansr ”xdx ou, à 

cos^x ^ 
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cause de dx = 


d. taug X 
1 -*• tang^x 


lang"'x d. lang x 
1 -+- tg*x 

qui s’intégre immédiatement si m est entier. 

L’intégrale de cot"‘xdx s’obtient de la même manière. 

Exercices : 


2 cos X 


2 -+- sin X 


sin X -4- 2 cos X -4- 2|/3 ’ 


4“ /sin^x cosVdx , 3° cos*xdx, C C dx, 

'' ^ J cos“x 

~~^~d.x, 8° ^yjUng*xdx, 9°^angWx. 
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CHAPITRE V. 

INTÉGRALES DÉFINIES. 

Définitions et notatio.ns. — Pbopiuétés générales des inté- 
grales DÉFINIES. — Limites de sommes de quantités infi- 
niment petites. — Intégration des fonctions différentielles 
QUI deviennent infinies entre les limites de l’intégration. 
— Intégration par séries. 


ci Hotationg* 


58. Soit /■(x)dx une fonction dilférentiellc donnée et 
F(x) -I- C son intégrale générale déterminée par les mé- 
thodes qui ont été exposées dans les chapitres précédents; 
on aura 

/f{x)dx = F{a)^C. 

Fig. 33. 

On a vu, n° 2, que cette 
intégrale exprime l’aire plane 
AMPQ comprise entre la courbe 
définie par l’équation y=/‘(x), 
l’axe des abscisses, une ordon- 
née fixe quelconque AQ et l’or- 
donnée MP correspondante à 
l’abscisse OP=x. La constante C reste arbitraire tant que 
l’ordonnée extrême AQ n’est pas déterminée ; mais quand 
l’abscisse a du point Q à partir duquel on compte l’aire 
AMPQ est fixée, la constante C doit être prise de telle ma- 
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nière que l’intégrale s’évanouisse lorsqu’on y fait x ~ a. 
On a donc l’équation 

F (a) -+- t; = O , 

d’où l’on tire C = — F(n) et, par suite, 

//■(x)t/x = F(x)-F(«). 

Si pour obtenir l’aire du segment ARSQ, on attribue à x • 
la valeur particulière 6 = OS, l’intégrale prend la valeur 
déterminée F (6) — F(a), et s’exprime analytiquement par- 
la notation 

y / (x) Jx. 

a 

Cette expression est ce qu’on nomme une intégrale définie 
prise entre les limites a et ù; a est la limite inférieure 
et 6 la limite supérieure. 

Ainsi l’on a pour l’intégrale prise depuis a jusqu’à b, 

(«) /f(x)(/x=F(6)-F(«). 

a 

On donne souvent à l’expression F(x) -r- C, dans laquelle 
X et C restent indéterminées, le nom d'intégrale indéfinie; 
on peut remarquer que l’intégrale définie s’obtient en sub- 
stituant successivement à la place de x dans l’intégrale 
indéfinie les deux limites a et 6, ce qui donne les résul- 
tats F(o) H- C , F(6) -H C, et en prenant la différence de 
ces deux expressions. 

Exemple.s : 


j‘J. t" fx"'dx— h C; on iiiirn donc, .si m -i- •l>o, 

'' w -t- t 



ni -e 1 
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2® ^ ({g.— Pn x"' ')dx = i -+- - -H — •- -4- — 

% 1 — X '-'o^ 2 O m 

r e'“® 1 

3° / t’^Ax 1 - C ; donc si a est positif, / e~^dx — — • 

•X a % O 

dx /**</ar îr 

■ 4°/ = arc tang* -4- C, donc/ = — . 

U \ x‘ ./ 1 x* 2 

5“ yi"e~“®dx, a et n étant deux nombres positifs. L’in- 
tégration par parties donne 


fx"<r 


’^dx- 


X».-ax 


- /*’ 
a-' 




Le terme intégré — — s’évanouit pour x — o et ® = x , 
on a donc 


fx^e -^dx = ” /r"-'e “®rfx. 


a O 


En y changeant successivement n en n — n — 2, ... 2, 1 
et observant que Je~^dx — - , on trouve , par des substi- 


~o a 

tutions successives , si n est entier. 


/x"e-“dx 


1.2.3. . . . n 

„n+i 


f'" fe “cos bxdx — , fe “sin hxdx = P js ' ( N" 32. ) 

fl* fi* -* • '■* 


-4- 6* 


f' x*"dx 1 .3.5 — (2m — 1 ) tt , 

7" / ^ (N“29. 

I/'* “ 1 Jk... Ck ' • 


V \ X* 2.4.6 2m 2 

8 


"P 2.4.6 (2m) 

*" 3.5.7 (2m -4-1) 
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Exercices : 


>h r^tix _ , 

1 » / : 2 ° / — — ; ,y /nnrxt/x: 

,J (x — (()■* -t- ./ X* -t- I •/ 


{x-uf 
r 

(tx 

J ./ (1 -f- x7' 

O O ' ' 


0éMé*Nil«« i#e» dèpni»*. 

40. i° Si dans l’équation 

fl(x)dx = F{b) -F(o), 

‘a 

on change 6 en a et a en b, il vient 

/■/•(x)rfx = F(a)-F(6), 

’b 

et, par suite, 

{h) ./*/ W 

*a . b 

Donc lorsqu’on renverse l’ordre des limites, l’intégrale 
change de signe. 

2® Soit X une quantité comprise entre a cl 6, on aura 

/■ / (x) dx = F(x,) — F (a), _ff{x) dx = F(6) — F(x,), 

'o ’^I 

donc 

J^'flx) dx H- ff(x) dx = F (b) — F (n), 

'« *aC| 
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et, par suite, 

('•) fiV) dx==f f \x) dx f{x) dx. 

U * rt *1 

On prouverait de la môme manière que 

(rf) y f\x) dx — f f(x) dx -y- f f{x) dx ■+i/'f{x) dx , 

* a a ' Xj 

et ainsi de suite , quel que soit le nombre des quantités 

Æi , Xj que l’on considère. On peut donc décomposer 

une intégrale définie en plusieurs autres, prises entre 
d’autres limites. 

On arrive aux mêmes résultats en décomposant le 
segment ANRQ en plusieurs parties par des ordonnées 
correspondantes aux abscisses x, , Xj .... et en exprimant 
que l’aire totale est.égale à la somme des aires partielles. 

On aura de même si x, est plus grand que b, 

(e) .f h^) dx ~ f '/(x) dx — f 'f (x) dx. 

il 'a b 

MjiwHiîeê dtt Bon%n%99 quantUé» infinitneni 

il. Supposons que la fonc- 
tion f{x) aille constamment 
en croissant et reste finie 
et continue depuis x — a 
jusqu’à X == 6. Partageons 
l’intervalle b — a — QR çu , 

un nombre n de parties 

I iiflr PP B a- ayant toutes pour 

limites zéro lorsque « croît indéfiniment. Menons par les 
points de division les ordonnées Bp, Cr/ ...., et par les 
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points A , B.... des parallèles à l’axe des abscisses; on for- 
mera ainsi une suite de rectangles intérieurs \p, Bg.... 
dont la somme sera moindre que l’aire ANRQ. Si l’on 
fait OP = a: et PP' = Ax, on aura MmP'P == f{x) Ax, et 
l’on pourra représenter la somme de tous ces rectangles, 
par la notation 

'^f{x) A.r. 

D’un autre côté, l’inspection de la figure montre que la 
différence entre le' segment ANRQ et cette somme est 
moindre que la somme des petits rectangles AB, BC....; 
mais on voit facilement que si i désigne la plus grande des 
valeurs de Ax, cette dernière somme est moindre que 

/ (B« ^ Ch ) 01W* [f{h) - /•(«)]; 

d’où il résulte que si on représente par 0 un nombre po- 
sitif moindre que l’unité, on pourra poser 
/, 

ANRQ ou / f{x) dx == ~f{x) xx 9( [f(h) — f{u)]- 

a 

Or, à mesure que v croît, i diminue cl a pour limite zéro; 
donc 

h 

^f{x) dx = lim s/(x) AX. 

*/l 

Ainsi, quel que soit le mode de division de l’intervalle 
h — a, pourvu que toutes les parties représentées par Ax 
convergent vers zéro, la somme 2/'(x)Ax aura pour limite 

l’intégrale définie f f[x)dx. 

a 

: Supposons qu’on ait divisé h — a en parties égales, on 

. h — a 

aura Ax = , 

n 

f\x) Ax = [/(x) -+■ /*{x-V- Ax) -H /'(x -t- 2 ax)-+- ... ■+■ /'[x-4-(n — f) Ax]] AX, 

19 
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•’OO 

el, par suite, 

h 

/^f'{x)dx — Um [/'(x)-+- f(x+ Ax)-»- /\x + 2&x) f[x + {n — i) ax]]ax. 

ft 

On énonce d’une manière abrégée la propriété exprimée 
par cette équation, en disant que l’intégrale définie est 
égale à la somme des valeurs infiniment petites que prend 
la différentielle f{x)Ax quand on fait croître x par degrés 
infiniment petits Ax d’une limite à l’autre. 

C’est à cause de cette propriété qu’on'désigne l’intégrale 
d’une fonction différentielle par le signe J", initiale du 
mot somme. 

On démontre sans peine que les principes précédents 
subsistent lorsque la fonction f{x) est toujours décroissante 
ou alternativement croissante et décroissante. 


M tuiégafoUfê fonetioM q—i 

iimU09 él0 r4Htég»*miio99. 

42. Les notions précédentes supposent que la fonction 
f{x) reste finie et continue entre les limites de l’intégra- 
tion , et la formule (a) n’aurait plus lieu si la fonction f\x) 
devenait infinie ou discontinue pour une ou plusieurs va- 
leurs de X comprises entre a et b. 

Supposons d’abord que f{x) devienne infinie à l’une des 
limites et que l’on ait f{a) = oo . On considère, dans ce 
cas, l’intégrale proposée comme étant la limite de l’ex- 
pression 

/■/■(x) dx 

’o+-f 

lorsqu’on fait évanouir la quantité très-petite e; on a donc 

6 b 

ffix) dx — lim ff(x) dx, 

U ‘o+-£ 

el il peut arriver que cette limite soit finie ou infinie. 
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Si l’on avait f{b) =-- x , on aurait de la même manière 
yy(x) dx = lim /’ f(x) dx. 

*a *a 

F.orsque la fonction f[x) devient infinie quand on attribue 
à X une valeur a:, comprise entre a et h, on considère 

b 

l’intégrale ff{x)dx comme la limite de la somme des deux 

a 

intégrales 

r}{x)dr, f f (x)dx, 

•a 'x,+t' 

lorsque les (Quantités très-petites e, i’ tendent vers zéro. 
On a ainsi . 

ff{x) dx — lim [TlXx) dx J'f{x) dx], 
limite qui peut être indéterminée ou infinie. 

Exemples ; 


dx 

43. 1“ Soit l’intégrale J y ^ =; la fonction sous le 

O 

signe y’dcvicnt infinie pour x== a, on a donc 

dx /'“-f dx .a — 

— = liin / — — = Iim arc sin 

y/gi — x^ 'J i/a» — X* « 


f TT 

- =2’ 


quantité finie et déterminée. 
dx 


dx P^-^dx . P dx 1 1 4 - X 

/ .=lim / ; mais / — ’ 

J 1— x2 J t— x2 y t — X* 2 1 — X 

O 

/ • dx 

V^x^ 


donc 


lim — f 1 

ri 2 \f 
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3° Soit l’intégrale /— dans laquelle la l'onction sous 


le signe J devient infinie pour x — o. On a pour l’inté- 
gralc indéfinie — ^ -i- C, et la formule (a) donnerait 



— I 


résultat impossible puisque-^ est toujours positif. Mais on 
s’assure facilement que l’intégrale proposée est infinie; 
car on a 



4" Considérons encore l’intégrale 


/ dx 

y-’ 


on aura 


lin, (i. 

—1 — i f' 

Cette valeur dépend du rapport arbitraire donc l’inté- 
grale proposée est complètement indéterminée. 


ÆMlégralion par téria». 

44. Lorsqu’on ne peut obtenir l’intégrale J' f[x)dx sous 
forme finie par les méthodes précédentes, on a recours à 
l’intégration par séries. Ce procédé consiste à exprimer 
l’intégrale par une série convergente au moyen de laquelle 
on puisse calculer sa valeur numérique. 
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Slippusoiis que l'on ail 

f{x) — Uq -+- h, «2 + '<„ 

el que celle série soil convergenle pour toules les valeurs 
de X comprises enlre les limiles de l’inlégralion, sup- 
|)osées finies; si l’on pose 

f{x) = Uq + M, -+- «2 U„ >•„, 

r„ désignanl le resle à parlir de on aura, en niulli- 
plianl par dx el en inlégraiil, 

XXX XX 

y’ f\x)(lx = fu(f\x f Uidx -I -i- fiijlx -t- fr„dx. 

a *a *« *ii *a 

Soil p„ la plus grande des valeurs que prend r„ lorsqu’on 
fait croître x depuis a jusqu’à la valeur de x qu’on prend 
pour la limite supérieure de l’intégrale, l’evpression 

X X 

fi\dx sera moindre que ^„J' dx — “)> quantité 

*a a 

qui tend vers zé’ro pour des valeurs croissantes de n; on 
aura donc en série convergenle 


(1) J'l\x)dx— fuf^lx -1- /i/p/x -+- fu^dx . . . .Ju^dx. . . . , 

a *a a *o a 


et si l’on prend pour limite supérieure la valeur particu- 
lière ô, celte formule deviendra 

h 6 6 6 .6 

(2) ff{x)dx =?: pUf^lx fii^dx -t- pit^dx .... -4- ju,flx. 

n 'a * a ‘a ‘a 

La formule (2) subsiste même dans le cas où la série 

«0 -4- l<i H- Mj 

supposée convergente pour toutes les valeurs de x com- 
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prises entre a ci b, deviendrait divergente pour x = b, 
pourvu que la série 

j\i(flx -*-J^Uidx -4- ju^lx 

rt a \i 

soit convergente; car les deux membres de l’équation (i) 
sont des fonctions déterminées qui convergent nécessai- 
rement vers la môme limite finie, lorsque x tend vers b. 

4o. L’intégration par séries conduit très-simplement au 
développement d’un grand nombre de fonctions suivant 
les puissances entières de la variable. 

Exemples : 


1” Considérons i’intégrale J ' = arc tang x; on a, 


en série convergente, tant que <1; 

^ = 1 — X* -4- X* — X® 


multipliant les deux membres j>ar dx et intégrant depuis 
X = O, on trouve 

rtnd 'fH 

arc tang x=x 1 — 

O i) 7 


La série 1 — x* + x* devient divergente pour x = I , 

tandis que le développement de arc tang x reste conver- 
gent pour la même valeur (n" 43, Calcul différentiel); on 
a donc , 

Jr 111 

arc tang 1=-=1— - 

4 O 7 
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2" Coiisiilérons en second lieu l’intégrale 


dx 

/ — — arc sm x. 

• ' |/ l X* 


La formule du binôme donne,. en série convcrg<!nle , 




• = I H I* 


1.3 . I.3.’) 


2 2.4 


d’où l’on tire, en multipliant par dx et prenant l’intégral*’ 
à partir de x = o, 

1 1.3 1.3.3 

arc sin x = x h * »- 

2 D 2.4 5 2.4.6 7 

Le développement de \ — x* devient divergent popr 
X = 4, tandis que la seconde série reste convergente pour 
la même valeur de x ; donc 


r 11 1.3*1 1.3.5 1 

2~ "^¥ 3 "^ ^■ 5 '^ 2.4.6' 7 


3" Soit l’intégrale J'e-'^'dx; on a, quel que soit x, 


e'"** = 1 — ■ 


(X* a*x* «^x*’ 

T T¥ ~ 1.2.3 


/ •*„_, , a x^ a* x'* x’ 

e'"* (/x = x 1 

I 3 1.2 5 1.2.3 7 


, Z’* dx 

4“ Soit enfin l’intégrale / — r-=r^= — i—. Pour toutes 
J v/(i_xï)(«— x) 

O 

les valeurs de x moindres (jue a, la formule du binôme 
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2!Mi 

donne 


1/ a — X a \ U ! 


V^a 


- I +- - 


I X 1.3 X* 


2 U 2.4 a* 


et, par suite, 


* f/x _ I dx ' 

V/(i — X*) (a — x) |/(t «-/ — x‘ 


I X 

’ ' 2 « 


1.3 X* 

^ ô» 


chaque terme du second membre rentre dans la lor- 

^ xfdx 

mule J p r — — que nous avons traitée (n” 29). 
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CHAPITRE VI. 

APPLICATIONS GÉOMÉTRIOÜES DU CALCUL INTÉGRAL. 
Quadratl'hf. des courbes planes rapportées a des coordo.n- 

NÉES RECTILIGNES. QUADRATURE DES COURBES RAPPORTÉES 

A DES COORDONNÉES POLAIRES. — RECTIFICATION DES COURBES 
PLANES rapportées' A DES COORDONNÉES RECTILIGNES. — REC- 
TIFICATION DES COURBES RAPPORTÉES A DES COORDONNÉES PO- 
LAIRES. 


Qnmtlt'aiMt'0 c*H**k«* fappofté»t A tl«t eooréonnée* 
feeUHgnm». 

4(5. Soily = /'{a;) l’équation 
de la courbe AB rapportée à 
des a.\es rectangulaires, et dé- 
signons par U l’aire AMPC 
comprise entre une ordonnée 
lixe AC et l’ordonnée MP, x 
et y étant les coordonnées du 
point M. La quadrature de 
cette aire se réduit à l’intégration de la fonction différen- 
tielle f[x)dx qu’on effectuera au moyen des méthodes ex- 
posées précédemment; et si l’on désigne par l’abscisse 
du point A , on aura 

U = J'f{x)i!x. 

Xo 

Si l’on attribue à x une valeur particulière OD == X, 

X 

on aura J" f(x)dx pour l’expression de l’aire ABDC. 


Fig. 3S. 




»r 


A,- 

/I 


M- 
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47. Si l’on avait à évaluer l’aire comprise entre les deux 
courbes AB, A'B' et les ordonnées AC, MP, on aurait 
pour son expression 

ff{x)dx — /'¥(x)dx = f[f(x) — F(x)] dx, 

!• "xo ‘Xo 

»/ = F (x) étant l’équation de la courbe A'B'. 


Exemples : 

48. 1" Considérons, en premier lieu, les courbes para- 
boliques représentées par l’équation 


: px” OU P = p"'X"‘, 


on aura 


U = Jydx = Jp"'x"'dx ■ 


m 


in H 


* m+M 


c==J!!^^c. 

m -h n 


Fig. 3Ü. 



Pour avoir l’aire OMP, comp- 
tée à partir de l’origine O, il 
faut prendre l’intégrale depuis 
x — o,et l’on aura 


OMP = 


mxy 
m n ’ 


d’où l’on voit que cette aire est au rectangle OPMQ dans 
le rapport de m à m -t- n. 

SoientÆoetj/olcs coordonnées du point A, on aura, pour 
l’expression de l’aire AMPC , L’aire OMQ, 

comprise entre la courbe et l’axe des y, est exprimée par 


mxy Hxy 

m - 4 - n m n 
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AMQD 


n(xy — 
m -t-.M 


d’où il suit que les segments AMPC, AMQD, sont entre 
eux dans le rapport constant de m ô n. 

Lorsque m =2, n==i, la courbe devient une parabole 
du second ordre , et l’on a 

OMP = I x>j. 

■49. 2° Soit y’"*" =p l’équation des hyperboles des divers 
ordres, rapportées à leurs asymptotes supposées rectan- 

t n 

gulaires; on en tire y = pmx et, par suite, 


m-n 

U = fydx — X H- C. 

m — n 

Fig. 37. 



L’aire AMPC, comprise 
entre les ordonnées y ai y 
correspondantes aux al>- 
scisses et x, s’obtient eu 
prenant l’intégrale entre les 
limites x^ et x; on a donc 


1 »«-n »i-»i 

AMPC = ,r(x~— x„~) 

m — n 


m (xy — x„y„) 
m — n 


Si de la figure 


AMPOD = 


m {xy — x„y„) 
m — n 
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011 relranche le roclangle OPMQ = xy, oii aura 


n (xy — 
m — H 


m 


■p”‘(x 


■*o " ) 


pour l’expression de l’aire AMQD. On voit que les deux 
segments AMPC , AMQD sont encore dans le rapport con- 
stant de JH à H. 

m — n 

Soit JH > n, X croîtra indéfiniment avec x, et l’es- 
pace üMPx, compris entre la branche AU et son asymp- 

m — n 

tote Ox, sera inlini; mais, dans ce cas, x„ »• s’évanouit 
avec x^, et l’on obtient 

1 »H — n 
>n 

m — n ” m — n 

pour l’espace VMPOÿ qui est alors fini. 

Le contraire aurait lieu si l’on avait m-Cn, c’est-à-dire 

que la première de ces aires aurait pour expression 

tandis que la seconde serait inlinie. 

Lorsque j/t= ji, l’équation proposée peut être mise sous 
la forme xy = p'^, et la courbe dont il s’agit devient une 
hyperbole du second ordre ; dans ce cas, les résultats pré- 
cédents deviennent illusoires; mais on a alors 

rdx , , 

Il — P J ~ — P** ■*" > 

et , par suite, 

U -- AMPC ~ p(lx — lx„) z=pl — - 

On voit que cette exjiression croit indétiniment |)0ur des 
valeurs croissantes de x et pour des valeurs décroissantes 
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lie donc les aires comprises eiilre la courLc et ses 
asymptotes, comptées à partir d’une ordonnée quelconque, 
sont infinies. An sommet de l’iiyperhole, on a x — y=^p, 
donc si l’on lait commencer l’aire en ce point en prenant 

Xo — p, elle aura pour expression pi -ou simplement Ix, 

si l’on suppose p = 1. C’est cette propriété qui a fait 
donner aux logarithmes népériens le nom de logarithmes 
hvpcrl)oliques. 

SO. 3“ Considérons maintenant l’ellipse représentée 
par l’équation j.2 = d- 6^, on aura 


M — — /y' rt* — dx - — fv — I xdx. 

rti/ aj 

L’intégration par parties donne 

xdx =- ^ ' P 

2 2./ p/^iipr— f 

A4£== 

^ a J Va^ — x^ 


f , (d X 

= — X V (d — H arc sin — h C ; 

2 2 (/ 


donc 


6x a* — I* ub X 

, app g,„ _ (]_ 

2« 2 rt 


l’our avoir l’aire du segment compris entre l’axe des y 
et l’ordonnée correspondante à l’abscisse x, on prendra 
l’intégrale depuis x = o, et l’on aura 

fcx — X* "b X xy ub x 

U = ) iiiT SOI — = 1 - — arc siti — • 

2(1 2 ((2 2 a 
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En faisant x=^a, cette formule donnera -r— pour l’expres- 

4 

sion du quart de l’ellipse, et n ab pour celle de la surface 
entière. 

4" L’équation de l’hyperbole, rapportée à ses axes, 
esta^y^ — j’oC, pon tire !/ = ~ 
et, par suite, 

M = - /|/ X* — «* dx = — fv \ — c/*x~’ xrfx, 

tti/ aJ 

L’intégration par parties donne 

fV~\ — idx~* xdx = — f/ 1 — a*x“* — - /x* — 

J 2 2t/ \/ \ — 


2 2t/ 


Mais on a 


f/x* — a* 


= /(a; V x^ — <|S), 


6x |/x* — O* a6 ^ 

M = 7rf{x f/x* — o2) C. 

2a 2 ^ ' 

Pour faire commencer l’aire au sommet de la courbe, on 
prendra l’intégrale à partir de x — o, et l’on aura 

hx t^x* — O* ab ,x -¥■ J/x* — ô* 

M = — / 

2a 2 a 

qu’on peut encore mettre sous la forme 


2 2 \a bj 
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52. 5" Nous avons trouvé (n“ 82), pour l’équation dif- 
Cérenticllc de la cycloïde, 

; 

ffX . — .y 

1/ 2ai/ — y* 

Fig. 38. 



expression qui s’intégre facilement par un arc de cercle. 
Mais on arrive plus simplement au même résultat en pre- 
nant l’aire du segment OMQD, dont la différentielle est 
(2o-^ÿ)rfx. Or on a 

f [2« — ij)dx — f 1/ 2«y — y'^Ay a* — {y — a)*dÿ 

et en posant y — a — z, cette intégrale devient 

, t ^ a* . Z 

=- zV/a* — -H — arc sin - , 

2 2 a 

donc 

I a* .y — a 

y (2« — y)dx ==- {y — a)V 2oy — y* -c ^ 

Pour avoir l’aire OED, on prendra cette intégrale entre 
les limites t/ — o et y = 2a; en faisant d’abord y = 2a, 
on trouve— T — h C, et pour y — o, cette expression de- 

4 
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vient — -f C; retranchant ce dernier résultat du pre- 

mier, on trouve OED = 

Si de la quantité 4tra% qui est l’expression du rectangle 
OCED, on retranche^ , on aura ^^^pour l’aire du seg- 
ment OCE, et, par conséquent, pour l’aire comprise 
entre la branche OEO' et sa base 00'. 

On voit que cette aire est équivalente à trois fois la 
surface du cercle générateur. 


«le« co$$»*bérM ^ deâ 


Fig. S9. 

S3. Désignons par u l’aire 
AOM comprise entre les deux 
rayons vecteurs OA , OM' et 
l’arc de courbe AM; donnons 
à l’angle MOx= 0 un accrois- 
sement AO = MOM' assez 
J? petit pour que le rayon vec- 
teur soit constamment croissant ou décroissant depuis M 
jusqu’à M'; u prendra un accroissement Am = MOM' qui 

sera compris entre les deux secteurs circulaires OM»i', 

t 1 

OM'w exprimés respectivement par - r2A0,-(r-t-Ar)*A0. 
On peut donc poser 

t 

AM = - (r a A r)® A 5 , 



a étant un nombre compris entre zéro et 1 , et l’on aura, en 
passant à la limite , après avoir divisé les deux membres 
par AG , 

du i J 

— = -r^ ou du=—r^ds. 
de 2 2 


Digiiized by Google 



aiAI'ITHK VI. 


ôOd 


Exemples : 


1“ I/équation d(‘ la spirale d’Archimède est r 
donc 

1 1 

(lu = ~ a* 6 *di, M = — 0*8'"' C, 

2 « 

et en prenant l’intégrale depuis G» jusqu’à 6 , 


= aO; 


^ 

» = -a^(0'> — e’) = - 
6 


bu 


r„ désignant le rayon vecteur correspondant à l’angle Go. 

2o L’équation de la spirale logarithmique est > = ma^; 
on a donc pour l’aire comprise entre les rayons vecteurs 
déterminés par les angles G^ et G, 


m* Z’®. m- 
II — — / ( a' 

2./ 4/rt' 


46 „46 


OU 


illl 


Si , en supposant r constant , on fait décroître indéfini- 
ment, en lui faisant faire une infinité de révolutions autour 

r* 

du pôle, faire précédente aura pour limite u — t-/“‘ 


JH^94ficaHoH h ro0$^ 

54. Nous avons vu (n“ 85) que la différentielle de l’arc 
d’une courhe plane rapportée à des coordonnées rec- 
tangulaires, est égale à l’expression V dx^->rdy^. 

20 
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Au moyen de l’équation de la courbe on pourra rainener 
celle différentielle à l’une des deux formes ç{x)rfjc,(p(//)dÿ, 
dont l’intégration donnera la longueur d’un arc de cette 
courbe. 


Exemples : 


55. 1° L’équation de la parabole ^ 2px donne 
dx — et, par suite , 

du = — V/y* -t- . 

P 

En intégrant entre les limites o et y, il vient 



P I y-nl/'y* 

'1 P 


expression qui donne la longueur d’un arc de parabole 
commençant au sommet de la courbe. • 

2" On tire de l’équation de l’ellipse, y^ -i- b^x'^=a^ b\ 


et, par suite. 


dy 6*x 

dx ahj ’ 


O 


ds 


= \ 

V ' a*ï 


6*x* 


dx 



dx, 


. , «* - b^ , 

en posant , pour abréger — = e^. 

Pour obtenir l’intégrale de cette expression en série con- 
vergente, nous ferons x = o sin 9 , ce qui est permis, 
puisque x est toujours moindre que a, et il viendra 


dx = « cos fdy, d$ = a\^ \ — e- sin d<, , 
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La i'ormule du binôme donne, en série convergente, 
puisque sin^ç, < 1 , 


i — 1 — — e*sin®®. ■ 

‘ 2.4 ^ 2 . 4.6 ' 

multipliant par f/9 et intégrant depuis 9 = 0, il vient 


— e* sin*yrfj.= y — r®*/" s'n*?f/y 

Lt p’f t.t.5 

— /sin*=f/y — e« / sin «ods 

2.4 •{, ^ ^ 2.4.6 ^ 

On obtiendra les intégrales du second membre en mettant 
l’expression sin" 96/9 sous la forme 

— tang*"^' y cos*“~‘ y d. cos j> 

et en intégrant par parties; on trouve ainsi 


*“yds = — - — lang’””' ® cos’“ o 

2»i 

et en réduisant. 


2m — d 


cos’"* y 


dy 

COS*y’ 



COS ysin’"*”' y 2w» — 
2m 2m 




'ydy. 


En y faisant successivement m = 1, 2, 3 . . . . , on en dé- 

? ? 

duira les intégrales f ûx\ *9d9.. . . 

O O 

P*ur obtenir l’expression du quart de l’ellipse, il faut 
prendre pour limite supérieure ce qui donnera 


T 
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d’où l’on déduit sans peine, 

1 . 3. 5 2)n — 1 w 

2. 4. fi 2m 2 

et , par suite. 



,T«r /I l/l.5.5.\* 1 

»/ 1 - sin*, d, = e J - - e. ) ... J 


série d’autant plus convergente que l’excentricité e sera 
plus petite. 

5“ On tire de l’équation a^j/^ — yi x‘^ ^ = o, qui 

est celle d’une hyperbole , 


(Ix ahj \ » a* — a* 

en posant, pour abréger, — = e^. 

L’abscisse x étant toujours en valeur absolue plus grande 
que a, on peut poser x = et l’on aura ^ 


dx 


asiny ad? \ / . 

-d<f, ds = — -Ke* — cos*f = - v t- 


cos*? 


cos*? 


cos *? cos ^ e* 

expression qu’on intégrera en développant le radical en 
série convergente, par la formule du binôme. • 

56. 4" L’équation différentielle de la cycloïde est 

y>y 


dx ' 


1/ 2(11/ — y* 
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ds \/ 'lu — ^ ’ 

l/‘2« — y 

et en intégrant depuis y jusqu’à y = 2n, on aura 
s — 11/ la ('2a — yj 

pour la longueur de l’arc compris entre l’ordonnée y et le 
sommet de la courbe. 

Pour rapporter la cycloïde à son sommet, il faut changer 
2a — y en y, ce (jui donne s — ‘îV'''lay, résultat déjà ob- 
tenu n°d 03. ♦ 


eo99rhm» »*mpp9t*t^0ê h «le* ee«r«loMMêe* 

57. Nous avons trouvé, n" 107, pour la différentielle 
d’un arc de courbe, 

(h = \/ dr* -+- rVl6^ ; 

en l’intégrant après avoir éliminé l’une des deux variables 
au moyen de l’équation de la courbe, on obtiendra l’ex- 
pression de l’arc ». 


Kxeniples : 

1" L’équation de la spirale d’Archimède est r — «0, 
donc dr — adQ ; et 

ds — adi [/ \ -H 5*, 

expression de la même forme que celle d’un arc de 
paraljole. 

2" Dans la spirale logarithmique, on a 
dr — middudü = rludo 
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V 


(ir* 

*■"75 


intégrant depuis jusqu’à r, on aura , pour la longueur 
de l’arc compris entre ces deux rayons vecteurs , 


(»• — r.)- 




la 


Nous avons trouvé, n“ H2, pour la longueur de la sous- 
tangente OT = • 


• MT = \/r^ r yr^la) l 

V (laY la 

ainsi l’arc s est égal à la. différence des tangentes menées 
aux points extrêmes. 
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ciiAmiu*: VII. 

CTBATIIRE DES SOLIDES. 

CtBATIHE UES SOLIDES DE HÉVOI.ETION. "ClIlUTUHE DES SO- 

LIDES DE FORME QUELCONQUE. 


C'MfcniMre deê taUdeê de 



Fig. 4U. 




1 M » 

4', 


1 

1 1 

' j 



^ 1 
X 

V 




1 



1 

1 



i 

1 

. 0.^ L , _ . 

1 


1 

Q PP' 


58. Soit ÿ = f{x) l’équa- 
tion' de la courbe plane AM 
rapportée à des axes rectan- 
gulaires , et désignons par V 
le volume engendré par le 
segment AMPQ en tournant 
autour de l’axe Ox. 

Donnons à x un accroissement Ax = PP', assez petit 
pour que l’ordonnée y soit constamment croissante ou dé- 
croissante depuis M jusqu’à M'; l’accroissement AV sera 
égal au volume engendré par le segment MM'P'P en tour- 
nant autour de PP'. Or ce volume est compris entre les 
deux cylindres ayant pour hauteur commune Ax, et pour 
base les cercles décrits par les ordonnées MP, M'P'; donc 
AV est compris entre xy^Ax et x(y -h Aj/)2Ax, et si l’on 
désigne par 0 un nombre compris entre zéro et 1, on 
pourra poser 

A V — TT (y ■+- 8 ix)* AX ; 
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d’où l’on déduit, eir divisant par Ax et en passant ù la 
limite 

d\ 

1 /^ ilV = Tzy'^dx. 


dx 




Au moyen de l’équation de la courbe, on peut exprimer 
dV en fonction de a; ou de y et déterminer le volume V 
par une intégration. 

On a ainsi 

V — TT J^]j^dx 

Xo 

pour l’expression du volume compris entre les deux plans 
correspondants aux abscisses x„et x. 

Si l’on désigne par Y l’ordonnée PN , correspondant à 
l’abscisse x dans la courbe BN , le volume engendré par le 

segment BNPQ sera n J\‘^dx, et le volume engendré par 

Xo 

l’aire AMNB , aura pour expression 


[y 2 — Y*)f/x. 


.Vl 


Fig. 41. 


i ^ 
01/ 


Exemples : 

1“ Soit y — mx; le volume 
décrit par AMPQ sera un tronc 
de cône qui aura pour expres- 
sion 

/■* t 

TT m* / X* dx = — irm* (x^ — xJ) 

X' O 


1 f 

— T (x® -f- xxo -+- x\) (x — Xp) “ - -f- ////o yü) (x — x„ ) , 
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résultat conforme à celui qu’on a vu en géométrie élé- 
mentaire. 

2“ Pour l’ellipse rapportée à son centre, on a 


et le volume compris entre les plans correspondants aux 
abscisses et x sera 

— - / — x'^)dx =— [3a*(a; — x„) — (x^ — x,/)], 


et pour obtenir l’expression de tout l’ellipsoïde, il faudra 

4 

faire = — a; x — a; on aura ainsi \ =~-ab^. Si l’on 

ô 

fait a = b, l’ellipsoïde devient une sphère de ravon a, et 

4 

l’expression précédente se réduit à - résultat connu. 

O 

S” Le tore est le solide engendré par la révolution d’un 
cercle autour d’une droite située dans son plan. Si l’on 
désigne par a et ^ les coordonnées du centre et par R le 
rayon, l’équation du cercle sera 

(y-S)* + (x-«)*=Ri, 

et l’on aura 


MP=y=.3H-t/U^ — (x — 


Fig. a. 



.M>=Y=&-t/RÎ — (x— 

donc l’expression du volume 
engendré par AMNB sera 

■ix5 J" V — {x — xY (ix; 

*o 

Mais l’intégrale 

. 2 /v^Ri_(x — a)^ dx 
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exprime l'aire AMNB; donc le volume est égal à cette aire 
multipliée par 27t[3 ou par la circonférence décrite par le 
centre dn cercle. Le volume du tore est donc égal à 

2t7S. tR* = 2t*5R*. 

I t 


C'MAalMfo ftÈ'tn» i/tt^leonque. 


• 59. Considérons un 
corps terminé par une 
surface quelconque rap- 
porté à des axes coor- 
donnés rectangulaires et 
proposons-nous de déter- 
miner le volume V de la 
partie de ce corps com- 
prise entre deux plans perpendiculaires à l’axe desx. Soit 
U l’aire de la section faite dans ce corps par le plan MN 
mené parallèlement au plan yz à une distance OP = x; 
en donnant à x l’accroissement Ax = PP', m deviendra 
M A», et la tranche MM'N'N sera l’accroissement du 
volume V ou AV. Concevons deux cylindres ayant pour 
base les sections MN, M'N' et la hauteur commune Ax; 
leurs volumes seront mAx,(h -i- Au) Ax, et il est visible que 
si ces deux cylindres ne se coupent pas, AV sera compris 
entre ces deux expressions, d’où l’on conclura, comme 
précédemment, que d\ = ndx. Mais il peut arriver que 
la projection de la section M'N' sur le plan MN coupe la 
courbe MN en X et B, par exemple (lig. 4A); dans ce cas, le 
volume AV sera compris entre les cylindres ayant pour base 
A.M'BN, AMBN' et pour banteur A.r. Kn désignant par x 


Fig. 43. 
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l’airo AMBM', ces deux bases seront « — a et « -+- A« -i- «; 
donc 



AV>(« — a)Ax, AV<(»/ An -t- «)Aj, 
et, par suite, 


AV 

Ax 


> II — '/., 


AV 

Ax 


< « -4- Au -4- 


Or, à mesure que Ax décroît, Am et « 
convergent vers zéro et les seconds 
membres de ces inégalités tendent vers la limite commune 

M, donc — =.- u; d’où il suit que l’on a dans tous les cas 
ax ' 

dV ^ udx, et, par suite. 



pour l’expression du volume du corps compris entre les 
deux plans correspondants aux abscisses et x. Ainsi, 
quand on a u en fonction de x , la détermination du vo- 
lume V dépend de l’intégration de la différentielle udx. 


Exemples : 


1° Soit le cône à base quelconque ayant pour hauteur // 
et pour base h; eu prenant pour origine le sommet du 
cône et l’axe des x perpendiculairement à la base, les sec- 
tions u et h seront pro|)ortionnellcs aux carrés de leurs 

distances à l’origine, et l’on aura u ~~rî ' 


V == 


h 


y x^x 




h (x"' — X*„ ) 
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En faisant = o, x = h, ou trouve, pour le volume du 

. bh 
cône , — . 

2“ L’équation de l’ellipsoïde rapporté à ses axes est 


a:* 


a 


î 



la section faite dans ce corps par un plan parallèle au 
plan yz à la distance x de l’origine est une ellipse dont 
les axes sont 


et dont l’aire est par conséquent r.bc ^(1 — j. On a donc 


Xo 

et en y faisant x,, = — a, x — a, on obtient, pour le vo- 

4 

lume de l’ellipsoïde entier, - uabc. 

O 

60. La détermination de l’aire u en fonction de x, n’est 
pas toujours aussi simple et dépend, en général, d’une 
autre intégration. 

Proposons-nous, par exemple , de calculer le volume AG 
compris entre des plans parallèles aux plans coordonnés 
et limités supérieurement par la surface délinie par l’équa- 
tion Z = f[x, y). Si à une distance OP = x, on mène le 
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Fi if. 45. 

plan MN parallèlement 
du plan yz, l’aire MN 
aura pour expression 

i^cr fzihj ^ff(x, y ) <ly, 

'<Jn ’ÿo 

y^ et Y désignant les dis- 
tances NP, RPdes plans 
AF et DG à celui dexz. 
Après avoir effectué cette intégration en supposant x 
constant, on aura l’aire u en fonction de x, et une seconde 
intégration effectuée entre les limites = OQ et X =OL, 
donnera le volume V de ce corps. On a donc 

X V 

V fdxfzily. 

* Xo 'i/o 




En désignant par Z, Z', Z", Z'" les ordonnées des points 
E, F, G, H, l’équation de la surface donnera 

Z = wiXoÿo , Z' = m\y, , Z" == wYx, , Z'" = »iXY 
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et l’on aura 




Z" - 4 - Z" 


c’est-à-dire que le volume a pour expression sa base 
ABCD multipliée par une moyenne arithmétique entre les 
distances des sommets E, F, G, H à la base. 

61. Représentons par œ(x, y) = o, l’équation de la sur- 
face cylindrique ayant pour base la courbe EFGH, par 

Z f[x, y) celle de 
la surface ABCD, et 
déterminons le vo- 
lume AG terminé par 
ces deux surfaces, le 
plan xy et les deux 
plans AH, BG menés 
parallèlement à celui 
des yz aux distances 
et X de l’origine. 
La section MRSX, faite dans ce solide par le plan MS cor- 
respondant à l’abscisse x, aura pour expression l’intégrale 
f zdy =ff(x , y) dy, prise entre les limites PR et PS qu’on 
obtient en résolvant par rapport à y, l’équation <p(x, y]=o; 
en désignantces valeurs pary^ et Y,onaurapourl’aireMRSN, 



y» 


Multipliant cette expression par dx et intégrant entre les 
limites x_, et X , on aura, pour le volume du solide, 



'g- 
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Si J’on voulait avoir le volume de la (iortioii du cylindre 
comprise entre le plan xy et la surface s = f{x, y), il fau- 
drait prendre pour et X les valeurs extrêmes de x, OL 
et OK. On obtient ces valeurs en observant qu’en I et T les 
tangentes IL, TK à la base du cylindre sont perpendicu- 
laires à l’axe des x, c’est-à-dire que la dérivée— , tirée de 
l’équation <p(x, y) = o, devient infinie en ces points; on 
aura donc les limites et X au moyen des équations 


y(x, »/)-=«, 




— O. 


Exemple : 

Calculons le volume de la portion du cylindre ayant 
pour base le cercle (x — a)2 -h {y — R^, comprise 

entre le plan xy et le paralmloïde elliptique z = jnx^ -t- 

En résolvant par rapport à y l’équation du cercle, on 
trouve 

y „ =r P —1/ Rï — (x — Y = /3 -H R* — (x — a)* 
et, par suite, 

y7(a;, y) (ly =y(»n-r* niy*) dy = mx* (Y — ;i/„) ^ (Y* — yj) 

y„ ^ y„ 

2w 

2miX« |/R* — (X — 4- Y + R* — (x — a)î] I/R» — (x — a)* 

Or il est aisé de voir que les valeurs extrêmes de x 
sont x^ = a — RetX = a -h R; donc 

V=2»i/x*rfxl/ R* — (x — j [35*-t-R* — (x — a)*]f/xl^R* — (x — «*). 

a-R ' a-R 
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Pour effectuer les intégrations , nous ferons x — a = t ; les 
valeurs de t correspondantes aux limites a — R , « -+- R 
seront — R et -t- R, et la formule précédente deviendra 

V = 2m / ( / -f- ît )2(/< »/ — /« -+- — / (5/3Î -e- R* — /î) t/ R* — t*- 

-H -K 

Iv3 formule de réduction (a) du n" 26, donne 
f v/R*— ^ i/R* — 


donc 


/ -R ^ Rî /^*R ^ 

fidt \/Rî— <2 = --J rf/l/RÏ 


t*. 


Mais^intégrale^^^/R2— exprimant la moitié de Taire 

tR* ' 

du cercle de rayon R , est égale à-—- , donc 


-R 


tWR* — = - 


ttR* 


/•R 

L’intégrale^ J idt V R"^ — «2 est égale à zéro , comme on peut 
s’en assurer en effectuant l’intégration ; donc si Ton déve- 
loppe le binôme (/ -t- «)2 et qu’on intègre chaque terme sé- 
parément, on aura 

/ ^R ;-R4 / R2\ 

(< -1- a)2d<|/R2_tî = _ Lï + 

-R 

on aura de même 

f{lp -H R* — t*)dt 1/R2— = - 


3;rR2 / , R2 
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<*t en substitnani ros valeurs dans l’expression de V, on 
trouvera 




m (a* H ) 

H ( -I- ) 

L \ .il 

V 4 /J 


Ce volume est donc équivalent à celui d’un cylindre ayant 
pour base le cercle de rayon R, et pour hauteur l’ordonnée 
de la surface correspondante à 


X = y/ «ï H- , y = y/s' 


Les exemples précédents montrent sulTisammcnt com- 
ment on doit procéder dans chaque cas particulier. 


Fig. 47. 



(>t2. On peut pré- 
senter la détermina- 
tion des volumes des 
corps d’une autre ma- 
nière. Soit V le volume 
OM, terminé par les 
trois plans coordon- 
nés, les plans AM, RM 
parallèles aux plans 
yz, xz et la surface 


Z == f(x, y); V sera une fonction des coordonnées du 
point M , ou simplement de x et de y, puisque z est donné 
en fonction de ces coordonnées par l’équation de la sur- 
face. Si l’on donne à x l’accroissement très-petit Ax = AA', 
l’accroissement de V, que nous désignerons par A^V, sera 
égal à la tranche AA'NM ayant pour base AA'QP. Si l’on 
attribue ensuite à y l’accroissement Ay=RR', cette trajiche 


21 
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augmentera du très-petit volume MP' ayant pour base 
PQP’U' ou AyAx et que nous désignerons par AjA*V. 
Soient z' etz" la plus grande et la plus petite valeur de z 
dans l’étendue du quadrilatère MNM'N'; le volume MP' 
sera nécessairement compris entre z'AxAy et z"AxAy, et 
l’on aura 


dz'ix'sy, z"ix\y, 

et, par suite, 


&x^y ’ àxày 






de- 


A la limite z' et z" deviennent égales à z et 

d*V , d*V ^ dV 

vient -J—, ; on a donc 7— j-=z,oua.-r- — zdy, et, par 
dxdy dxdy dx 7 r 


suite, V== J'dx fzdy. Au nïoyen de cette formule, on peut 

déterminer le volume d’un corps de figure quelconque, 

eu prenant les intégrales entre des limites convenables. 

d'V d*V . dV 

Puisque — — ^ - — - , on a aussi d.-r~ = zdx, donc 
dxdy dydx dy 

'^-^fdyf!^dx; 


ainsi l’ordre des intégrations est indifférent. On ne doit 
pas perdre de vue que les notions précédentes supposent 
que z ne devienne pas infinie entre les limites de l’inté- 
gration. 
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chapitrh; Mil. 

OUADRATtRE DES SURFACES. 

Ql'ADR.\TrRE DES SURFACES DE RÉVOLUTIO.N. QUADRATURE DES 

SITRFACES COURBES QUELCONQUES. 


Fig. AS. 

y, s Soit //=/'(æ) l’équation 

{ î® courbe plane AB rap- 

/' I ij portée aux axes rectangulaires 

I ^ j I Ox O//, et désignons par S 

i j ! j l’aire engendrée par l’arc AM 

J, I ! I 1 iT en tournant autour de l’axeOx. 

~"i r iü ‘Si l’on donne à x l’accroisse- 

ment Ax = PP', l’accroissement correspondant de S sera 
égal à l’aire engendrée par l’arc MM'= As, et l’on voit aisé- 
ment que si l’on prend les droites MS et NR, menées pa- 
rallèlement à l’axe Ox, égales à l’arc MM', AS sera compris 
entre les deux surfaces cylindriques engendrées par MS, 
NR, surfaces qui ont pour expression SttMP.PQ et 
SttM'P'.PQ, c’est-à-dire Stti/As, 27r(ïy -h Ar/)A«. On peut 
donc poser 

AS = Stt (y -4- 6Ay ) as, 

6 étant compris entre 0 et 1 ; d’où l’on conclut, en divi- 
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sant |>ar Ax et en passant à la limite 


011 




dx* 


dx. 


Si, après avoir substitué à la place de y sa valeur en 
fonction de x, on intègre depuis l’abscisse x — jus- 
qu’à X, on aura , pour l’aire engendrée par l’arc AM , 



Exemples : 

Gi. 1” Supposons que la courbe AB soit une circonfé- 
rence de cercle représentée par l’équation = ; 

l’aire engendrée sera une zone sphérique. 

L’équation du cercle donne 



donc l’expression précédente devient 

S == 27ryRdx = 2îrR (x — x„); 

lo 

c’est-à-dire que la zone a pour mesure la circonférence 
d’un grand cercle de la sphère multipliée par sa hauteur. 
En faisant x^ = — R,x==R, on a S = 47rR* pour la 
surface de la sphère. 

2° Considérons, en second lieu, l’ellipse représentée par 
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l’équation -i- O^x^ — à^b^; on en lire 


du 6*x 


dx à*u ' 


% / J dÿ* «*»/* -t- 6*x* h 1/ a* — (a* — 6*) x* 

» dx* a*_y 

Kn supposant a > 6 et faisant — b- — a^e^, cette ex- 

pression devient 

I) l/âï — 


et l’on a, par conséquent, 


2r:6 /"* 

S / l/«i — e*x^ 

a J 


pour l’aire engendrée par l’arc compris entre l’axe des y 
et l’ordonnée correspondante à l’abscisse x. Or, on a 


^ (j! 

y/ H* — e*x* dx — -xV'a^ — e*x* h — 
2 e 


;* . ex 

- arc .sm — , 


C I t — V 9 “* ■ 

S = — XK a*— c*x* H arc sin — ■ 

a \ e a / 


Si l’on fait x— a et qu’on double le résultat , on aura , pour 
la surface de l’ellipsoïde 


^ ^ . arc sin e 

S = 2^6® inab 

e 


Soit a = h, et, par suite, e = o, l’ellipsoïde deviendra une 

âi*c SI n 0 

sphère, et en observant que le rapport — - — a pour 
limite l’unité, l’expression précédente deviendra 47ra*. 
Ixirsque o < 6 la quantité que nous avons représentée 
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par est négative, et e devient imaginaire. En chan- 
geant en — e'* ou e en e'V' — 1, e' représentera la quan- 
tite reelle — — , et l’expression de S deviendra 

O 

S = — [x l/a* -+- e'*x* H ^ urc sin — [/ — t ] . 

a \ e'i/— ■! a ! 

Mais la formule e"”^*^“' = cos G — V — \ sin 6 donne 

— 9 1 / — 1 = l (cos 9 — V ' — \ sin 9), 
a* X 

et si l’on fait 0 = arc sin — V — 1, et, par suite, 

■=\/. 


e X , 


sin ô “ ■ — 1/ — i , cos I 

U 




e 


on aura 

1 / — r ■ «'*1/'^ , 

— V — 1 arc sin == l 


{V< 


e'*x* e'x 


donc 


nh 


S = — I X V/ô* -t- e'*x* -t- — - f 


a* , 1/ a* -H e'*x* -+- e'x 


-)• 


be 


Posons 6* — a*.= on aura e' = — , et la formule pré- 
cédente deviendra 


s =^ix v':. . ‘’^x. .. 

o \ V O* be U j 

En faisant x == o et doublant le résultat, on trouve pour 
la surface entière de l’ellipsoïde 
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expression qui se réduil à iira'^, si l'on y l'ait a^b, cl , 
par suite, e==o. 

3" Pour obtenir la partie de la surl'ace du tore com- 
prise entre deux plans perpendiculaires à l’axe Ojc, on 
calculera séparément la surface engendrée par les deux 
arcs AM, BN (lig. 42). L’équation du cercle donne 

* 2/ = 3 ± P'U* — (x— a)î; 

donc la première partie de la surface sera 

+ V 11* - (X— ds^'lxf^S -»r 2;^!/ R* — (x - ih, 

et la seconde, 2k J'^ds — 2?: — (jJ — a)^ds. Leur 
somme est 4k f^ds = 4k ( 3 s , s désignant la longueur de 
l’arc AM, et si l’on fait s = rR, on aura pour la surface 
entièi;e 

4=r*RS = 2 tR <Îk3. 

Ainsi, la surface du tore est égale à la surface latérale du 
cylindre ayant pour base le cercle générateur et pour 
bautcur la circonférence décrite par son centre. 


de* «Mr/i«c«« 9W0lcaNyM««, 


Fig. *9. 


*1 

I A 



plans xz, y Z et les plans 


63. Soient x, y, z les 
coordonnées rectangulai- 
res d’un point M d’une 
surface représentée par 
l’équation z = f[x, y) et 
désignons par S la portion 
de cette surface comprise 
entre les plans fixes AE, 
.\E (fig. 49) parallèles aux 
MF, ME menés par le point M 
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parallclemcnl aux mêmes plans coordonnés. La surface S 
sera une fonction de x et ÿ, et l’on démontrera, comme au 
11 " 62, que si l’on donne successivement à ces variables les 
accroissements très-petits Ax = PQ, Ay = PQ' (fig. 50), 
l’accroissement correspondant de s, représenté par A^^A^S 
sera égal à l’aire du quadrilatère curviligne MNM'N', inter- 
cepté sur la surface donnée par le prisme droit indéQni , 
construit sur le rectangle PQP'Q'. Soient ab, cd deux 
sections faites dans ce quadrilatère par des plans parallèles 
aux plans xz, yz; ces deux arcs se couperont sous un an- 
gle qui variera, ainsi 
que la longueur des 
arcs ab, cd, avec la po- 
sition des deux pians 
sécants, et si l’op dé- 
signe respectivement 
par «, (T, ( 7 ,, les plus 
grandes valeurs que 
prennent ces trois 
quantités dans l’éten- 
due du quadrilatère, la surface MNM'N' sera moindre que 
le parallélogramme construit avec les deux côtés a, cr„ et 
l’angle a; on aura donc 

MNM'N' < (7<r, sin «. 

En désignant par «', x', a',, les plus petites valeurs des 
mêmes quantités , on aura de même 

MNM'N' > ff'o-' sin j:', 

et, par suite, 

<T(T, sin a MNM'N' o-'o-' sin v.' 

- > > — ^ 

AxAy sxày axAy 
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Lorsqu’on fait converger Ax et Aj/ vers zéro, les rapports 

AX AX 

— 7 -onl pour limite commune le cosinus de l’angle m 

a G 

que la tangente MT menée en M à l’arc MN fait avec le 
plan xy; de même, les e.\pressions —, tendent vers le 
cosinus de l’angle n que la tangente MT' menée en M à 
l’arc MN' fait avec le même plan. 11 est d’ailleurs évident 
que les angles « et «' convergent vers l’angle M que font 
entre elles ces deux tangentes; donc on a 
MN.M'N' d*S sin M 

PQP'Q' dxdy cos m cos n 

On voit que cette limite, ou l’expression — ÎÜL?!.— ne dé- 
cos m COSM 

pend que de la position du plan tangent mené en M à la 
surface, et reste la même pour toutes les surfaces qui ont 
en ce point un plan tangent commun;, d’où l’on conclut 
que la limite cherchée est égale à la limite du rapport de 
Taire du parallélogramme Mnw'w', intercepté par le prisme 
MP' sur le plan tangent à Taire du rectangle PQP'Q' qui 
en est la projection sur le plan xy. Mais ce rapport est 

constant et égal à , v désignant l’angle que le plan 

(fis i 

tangent fait avec celui des xy: on a donc ^ = , 

dxdy cos V 

ou bien (n" 153), en désignant par p et 7 les dérivées par- 
tielles de Z par rapport aux variables x et y. 


d^S 

dxdy 


Vi 




Soient x = x^ et y = y, les équations des plans AF, AE, 
on aura, pour Taire AGMH, 


s = j'iyjldx 1/ I -4- p^ 7 ^ 

Xo 
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OU, en cliaugeaul l’ordre des intégrations, 

X y 

s — Sdx.fdyV^ 1 -t- /)* -H 7*. 

Xo %Jq 


Exemples : 


66. 1“ Soit la surface conique représentée par l'équa- 
tiou = 2 x 1 /; on en tire 


dz X dz y 

dx Z ^ dy Z 


donc 


=ff 


dxdy (x-i- y) 
V' 2x1/ 


et en intégrant depuis x = o et ÿ = o , on trouve 
3 3 

2" Soit encore la sphère dont l’équation est 
■r* y- -K s* = R*; 


on en tire 


X y 


et , par suite. 


R 


V' \ + /)* -4- 7* = — = 


R 


ou aura donc 


f/R* — X*— 

S = r/7L 

JJ |/K* — X* — y*’ 
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et pour obtenir l’ex- 
pression du huitième de 
la surface de la sphère, 
on intégrera d’abord de- 
puis y = O jusqu’à 

y = = — J*. 

Or on a 


donc 



arc sin 


y_. 

l/u* — 





Â 


l/R’-x* 
dy 


et, par suite. 


1/r* — X* - yî 
ttR 




yjx. 


7T 

5 


En prenant l’intégrale entre les limites O et R, on aura 
pour l’aire cherchée 


R^, 


résultat conforme à celui qu’on a trouvé dans la géomé- 
trie élémentaire. 


Fig. 5*. 



3" Calculons la portion 
de la surface de la sphère 
interceptée par le cylindre 
droit ayant pour base le 
cercle ANO tracé dans le 
plan xy sur le rayon OA 
de la sphère comme dia- 
mètre. Inéquation du cercle 
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ANO étant -i- — Rx = o, on prendra l’intégrale 

/-—======“ entre les limites y = o et ?/ =1^ Rx — x^, 


J |/R«— x2 — / 

et l’on aura 

r Vl\x —le* 
f/y 


/ = are sia \ , 

I/R* — x‘^ — y* V R X 

donc " ^ 

S = R fdx are sin\ / ^ . 

o V R H- X 

Posons X = Rz2, d’où dx = 2Rzdz, il viendra 


^dx are sia ^ = 2R J'adiz 


[/ i -f- z* 


Mais l’are dont le sinus est~ ^^- - a pour tangente z; l’in- 
tégrale précédente revient donc à 2R /"^dz arc tang z. 

En intégrant par parties, on aura 

2R^/z</zarctangr=Rz2arctangz — R /- ==R(1 -t-z‘^)arctgz — Rz+C. 

<y l z“ 

Les limites de x étant 0 et R, celles de la variable z 
seront 0 et 1; on a donc 

2R ^ zdz arc tang z = R — 1 j > 

d’où 


En doublant ce résultat, on aura 
RS(7r — 2) 

pour la portion de la surface de la sphère interceptée par 
le cylindre. 
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CHAPITRE IX. 

INTÉGRATION DES DIEFÉRENTIELLES TOTALES DES FONCTIONS 
DE PLUSIEURS VARIABLE.S. 

Conditions d’intéchabilité et intégration des fonctions dif- 
férentielles DE DELX VARIABLES. CONDITIONS o’iNTÉCRABI- 

LITÉ ET INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES DANS LE CAS DE 
TROIS VARIABLES. 


CanrfMtoH* il’IêtlégraHUi^ el if» f»teliotu 

tliffrreHlMIeê ife dtfuæ rarfoMea. 


67. On a vu (n“ 2) qu’une fonction.différentielle d’une 
seule variable a toujours une intégrale qu’on peut calculer 
exactement ou avec un degré d’approximation donné.' 
Mais il n’en est plus de même d’une fonction différentielle 
de plusieurs variables de la forme Mda; Ndÿ -i- Pdz...., 
qui ne peut être une différentielle exacte d’une fonction 
de X, y, Z que si les fonctions M , N , P.... satisfont à cer- 
taines équations de condition que nous allons déterminer. 

Considérons, en particulier, le cas de deux variables 
indépendantes et désignons par u une fonction quelconque 
de X et de y; sa différentielle totale sera 


du du 

du — - dx — dy, 
dx dy 


et pour que l’expression Mdx ■+■ Ndy puisse résulter de 
la différentiation de la fonction u, il faut que l’on ait 


M 


du 

dx 


N — 


du 

dy 
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Or, 011 a 

(lu du 

dx dij 

(ly dx 

donc on doit avoir également 


(IM _ dN 
dy dx 


condition qui doit être satisfaite identiquement pour que 
Mdüc -h Ndy puisse être la différentielle totale d’une 
fonction quelconque de x et y. 

68 . Réciproquement, si cette condition est satisfaite, 
l’expression Mdx -t- Ndÿ est une différentielle exacte dont 
on peut obtenir l’intégrale u de la manière suivante : 
Puisque la différentielle partielle de m par rapport à x 
est Mdx, cette fonction a nécessairement la forme 


1/ = J'^Xdx -H r , 

l’intégrale J'Vidx étant prise en supposant y constant, et 

V désignant une fonction de y qu’il faut déterminer de 

manière que l’on ait ^ = N , c’est-à-dire 
dy 


dj Mdx 
dy 

ün tire de cette équation 
dv= (n- 


dv 

dy 




dfmx\ 


dy 


I 


et l’on voit que la détermination de v exige que l’exprcs- 
, d r^dx * 

sion N — ne contienne pas x, c’est-à-dire que sa 

différentielle, prise par rapport à x, soit nulle. 
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Or c’est ce qui a lieu lorsque la condition d’intégrabilité 
est satisfaite, car on a 

‘ \ dy 1 _ d.N </y Mdx d'S (i.M 


d.r dydx dx dy 


On a donc dans ce cas 


/7 d/'Mdx\ 

C étant une constante arbitraire, et, par suite, 


Exemple : 

ydx xdy 

r* (y* x'^ -t- ly* ’ 


X* -t- ÿJ _ X» — y* 

dy (x* -t- y*)* 

— X 

d. 

y* -«-X* X* — y* 
dx~ {x-i -+- y*)* ’ 

donc la condition d’intégrabilité est satisfaite, et l’on a 

f' ydx X 

V = i — -4- V = arc tanc — i- e , 

,/ X* -4- y* y 


de = — 


d. arc tnng- 


dy =. O, 
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ainsi «est une constante, et l’on a par conséquent 

X 

M = arc taiig — i- C, 

pour l’intégrale de la différentielle proposée. 

Exercices : 


4 " 


X y Idx dy'^ 

y Ix y. 


20 [1 _ vL 1 - F- - --^^1 dy; 

Ljc — ,y)*J Ly (r — ,y)®J 


X — x'2 

— rfx -+- ■ dy. 


Con^iU^n» «I i»%9égr*miion «l«« fmncêionM 


Soit 


Mrfx -t- N</y -H P(/z 


la fonction proposée; en la comparant à la différentielle 
totale d’une fonction quelconque u, 

du du du 

du = -dx -f- dy -i- — dz, 
dx dy Uz 

on voit que l’expression proposée ne peut être une diffé- 

rentielle exacte que si l’on a 


Mais 



du 

M, — = 
dy 

, du 

= N, — =P. 

dz 



dx 


du 

du 

dti 

du du 

du 

d.-- 

d.-- 

d.— 

d . — d. — 

d--r 

dx 

dy 

dy 

dz dz 

dx 

dy 

~ dx ’ 

dz 

dy ’ dx 

dz 
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donc les fonctions M, N, P doivent satisfaire aux conditions 

^ _dv dP _ dM 
dy dx dz dy dx dz ’ 

quand elles sont satmfaites, on obtient l’intf'grale de la ma- 
nière suivante ; 

„ . dM dN 

Puisque on peut, en supposant z constant, 

déterminer, par la méthode précédente, une fonction v 
telle que l’on ait 

dr = Mdx -t- Ndy, 

et représenter l’intégrale u par v -+■ w, w étant une 

fonction de z. Différentiant par rapport à z, il vient, à 
1 dw 

cause de -— = P, 

dz 


d’où l’on tire 


dz dz 


et l’on voit que la valeur de te pourra être délerminétt si 

Il • 

i — ^ne contient pas les variables x et y. Or c’est ce 

qui a lieu quand les deux autres conditions d’intégrabililé 
sont satisfaites, car on a 

d. (p- 


dx 


'■(-S) 


dy 


dP 

dv 

_ dz_ 

dP 

d.'ll 

dx 

dP 

dM 

dx 

dx 

dx 

~dz~ 

dx 


dP 

4 

dl‘ 

. dv 
d. — 

d>/ 

dp 

'dN 

dy 

(hl 


dz 

~'^J 



22 
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donc 


““/'('’-S)**''’ 

C étant une constante arbitraire, et, far suite , 

dv\ 




P ^ 1 dz C. 

(Izl 


La méthode précédente peut s’étendre sans peine aux 
fonctions différentielles d’un nombre quelconque de va- 
riables indépendantes. 


Exemple 

Soit la fonction 

(ÿ -4- z) dx (z 4- x) dy + (x -o y)dz; 

il est facile de s’assurer que les trois équations de condi- 
tion sont satisfaites, et que l’intégrale de l’expression 
(y -h z) dx + {z -+■ x) dy est égale h xy -i- yz xz. 

En représentant par xy yz xz w l’intégrale de 
la fonction différentielle proposée, on trouve dw—o; donc 
w est une constante et l’intégrale est 

xy 4- yz 4- xz 4- C. • 

Exercices . 



xdw xwdz 
T^z (t — z)* ’ 


^ dx dy y — x . 

2 » ^ l 

Z Z . Z* 
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CHAPITRE X. 

INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 
A DEUX VARIABLES 

Défimtions. — Equations difkkrentiem.es du premier ordre. 

— Intégration des équations différentielles du premier 

ORDRE ET DU PREMIER DEGRÉ. .SÉPARATION DES VARIABLES. 

— Fonctions homogènes. — Equations linéaires. 




70. On appelle équation différontielle du ordre 
foute équation de la formo 





f/î.y 

ilx^ 



=-- O, 


qui établit une relation entre la variable indépendante x, 
une fonction y de cette variable et les dérivées succes- 
sives des n premiers ordres de cette fonction. Intégrer 
cette équation, c’est trouver toutes les valeurs de y en 
fonction de x qui y satisfont. Les équations en x et en y 
qui déterminent ces valeurs sont nommées intégrales de 
l’équation dilférentielle. 


ÉiqmtttioHê ku 

71. Ces équations sont de la forme 
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et donnent pour ^ une ou plusieurs valeurs en fonction 
de X et de y. 

On peut démontrer, de la manière suivante, que toute 
équation différentielle da premier ordre a une intégrale. 
L’équation proposée étant censée résolue par rapport 
' dy 

a , donne 
<lx 




dy 


la fonction f désignant l’iine des valeurs de Différen- 
tiant cette équation par rapport à x, il vient 


</x* 


d-j du df df df 

^ Ç ( X , V ) H ^ ’ 

dy dx dx dy dx 


• (t^U 

et l’on a ainsi la dérivée du second ordre exprimée en 

fonction de x et y. On en déduira de la même manière , 
par des différentiations successives, les dérivées 


d*y 
rfx® dx* 


Mais l’équation différentielle proposée laisse complète- 
ment arbitraire la valeur de y correspondant à une valeur 
déterminée mais quelconque de x; on peut donc se donner 
à volonté ces valeurs, et en les désignant par x^, y^ et par 



les valeurs correspondantes des dérivées successives de y, 
on aura , par la formule de Taylor, 


(x — x„) / dy \ (x — x„)* / d*y \ 
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.On peut, en général , disposer de la quanlilé de ma- 
nière que tonies les dérivées successives de y restent finies 
et que la série soit convergente; dans ce cas, elle peut 
servir à calculer y d’une manière aussi approchée qu’on 
voudra, lorsqu’on se sera donné la valeur arbitraire y^ 
correspondant à x„. 

72. Lorsque la série peut être sommée , on obtient l’in- 
tégrale sous forme finie. Soit, par exemple, l’équation dif- 
férentielle 


(«- 

. rfv 

• x) - - H- 2x — 
dx 

ÿ — 1 =-0 


1 -H y — 2x 

, y - ^ 

dx 

1 — X 

t — X 


On en tire par la différentiation 



et, en éliminant-^ , 
ax 

_ 2(.v — x) 
di* (1 — x)* 

On aura de même 

^ 2.5 (y — X) ^ 
dx^ (1 — x)* 

Cl, en général , 

d"y '2 .Z ... n (y — x) 
dx" ( t — x)" 

* 
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On a donc 


y = I/o — ■*^o) 



H- (X — X„)^ 


y O — x„ 

(1 — Xo)* 


OU 


(x 


-.l-f 


■X„ 


(I - X„)* 


P X X* 
y =X -h {ijo — X„) ^1 


4 — x„/ V* — *o/ J 


Lorsque x est différent de 1, on peut prendre de ma- 

X ~ X 

nière que- ^soit moindre en valeur absolue que 1 ; 

1 — Xq 

dans ce cas, la série entre les crochets est une progression 
géométrique convergente dont la somme est 


1 1 — x„ 

X — x„ “ 1 — X 

t 

1 — x„ 

On a donc 

(w„ — x„) (1 — x„) • 

1/ = X -< 

1 — X 

ou 

C 

4 —X 

en représentant par C la constante arbitraire 

(ÿo — •r„)(4 ~x„). 

On s’assure facilement que cette valeur de y satisfait à 
l’équation différentielle proposée, quel que soit C; car on 
en tire 

^ ^ ^ , 

dx (4 — x)* 

et en éliminant C entre ces deux équations, on retombe 
sur l’équation différentielle dont il s’agit. 

73. I/équalion [h) qui satisfait à l’équation («) et qui 


♦ 
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conlicnt ia constante arbitraire est l'intèyrale yénêralc 
(le cette équation différcnticlic; on en déduit les intéyrales 
particulières en attribuant à la constante arbitraire di- 
verses valeurs déterminées. En regardant x et y comme 
les coordonnées rectangulaires d’un point , l’intégrale gé- 
nérale représentera un système de courbes planes en 
nombre infini qu’on obtiendra en donnant à la constante 
arbitraire toutes les valeurs possibles; l’une quelconque 
de ces courbes correspondra à une valeur particulière de 
cette constante et aura pour équation une intégrale par- 
ticulière. 

Il arrive souvent que l’équation différentielle proposée 
est satisfaite par des équations qui ne contiennent pas de 
constante arbitraire et qui ne sont pas renfermées dans 
l’intégrale générale; c’est ce qui a lieu lorsque les courbes 
successives représentées par les intégrales particulières se 
coupent et ont pour enveloppe une certaine courbe qui 
les touche dans tous les points qui leur sont communs. En 

tous ces points la dérivée ^ ^ même valeur dans l’en- 
veloppe et dans la courbe représentée par l’intégrale par- 
ticulière qu’elle touche; d’où il suit que l’équation de 
l’enveloppe satisfait à l’équation différentielle, et en est 
une intégrale qu’on appelle singulière. Les intégrales sin- 
gulières s’obtiennent donc en éliminant la constante ar- 
bitraire entre l’intégrale générale et sa dérivée, prise par 
rapport à cette constante. 


mi du prmtHiem dmpt*é, 

74. Lorsque l’équation différentielle est du premier 
degré par rapport à sa lorme la plus générale est 
ily 

M -I- N — = O ou Mf/x N’rf»/ O. 

(ix ■’ 
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Toutes les lois que l’e.\pression Mrfx -i- K(/y est la dif- 

lérentielle immédiate d’une fonction m = <p(ic, y), ce qui 

, dM f/N _ 

a lieu lorsque 1 intégration pourra s effectuer 

par les règles exposées dans le chapitre précédent, et l’oii 

aura pour l’intégrale générale de l’équation proposée , 

« = c , 

C désignant une constante arbitraire. 

Mais le plus souvent la condition ^ ■= ^n’a pas lieu 
‘ dy dx 

et l’intégration n’est plus possible en général. 


Héparaiion <ie« nartahte». 


7î). Dans ce cas, on cherche à séparer les variables, 
c’est-ù-dire à ramener l’équation à la forme 

ÿ(x) dx dy = o, 

dont l’intégrale est 

y'f(x) dx -h yypiy) dy=C, 

G désignant la constante arbitraire. 

Cette séparation peut s’effectuer lorsque l’équation dif- 
férentielle a la forme 

rfa: -+- f,{x) 4>{y) dy = o, 

car on en tire 


et, par suite, 



Digitized by Google 



CHAPITRE X. 


3TÎ) 


Exemples 


1“ Soit l’équation 


x^dx y"dy — o, 


on aura 


-I- — 

W -f- 1 « -+- t 


= C; 


2“ my dx + nxdy = o; en divisant par xy, il vient 
dx du 

H « — = 0 , mtx -4- nly — IC, 

X y ’ X ■> 

et , en passant aux nombres 

x'"y" = C; 

3 “ (t- 4 -y*)dx— (t - 4 - x*)dÿ = o; 011 a - o, 

i -4- X* 1 H- »/* 

et en intégrant 

arc.tang x — arc lang y = arc tang C, 
ou 

X — V 

. ^==C. 

I -4- xy 


Inipgfmlion <(«« fonctiont hontogètCE. 


76. Une fonction f[x, y, z....) des variables x, y, z.... 
est homogène et du degré m lorsqu’en y changeant res- 
pectivement X, y, z .... en tx', ty, tz'...., on a l’égalité 

(0 f{x, y, z ...) = rf{x', y’, z'...). 
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Exemples : 


i° — 'ixjj'* ■+■ x;/z == {x'^ — 2x'y’* ■+■ x'y'z ') ; 

2" X* — yV'xy — l*(x'* — y'V' x'y' -4- y'*); 

.a 


X* — y*e^ = fi (x'* 


Les relations x = tx, y — ty', z = tz' donnent 


dx , dy , dz 
dt ~ dl~~ ^ ’ di 


— z' 


on aura donc, en differentiant les deux membres de 
l’équation (1) par rapport ht, 


•if , df , 

— X -i-^y 
dx dy 



mr-*f{x',y‘,z'....). 


et comme cette équation a lieu, quel que soit t, on aura en 
posant t = 1 , et, par^suite , 

x' = x, y'==y, z'=-.z..... 




dy 


ÈL 

dz 


mf{x,y,.z....). 


Donc la somme des dérivées partielles d’une fonction ho- 
mogène multipliées respèctivement par les variables aux- 
quelles elles se rapportent, est égale à cette fonction mul- 
tipliée par son degré. 

Si le degré de la fonction est zéro, le second membre 
de l’équation précédente s’évanouit , donc le premier 
membre doit être nul identiquement. 

Si l’on fait t = x, et, par suite, 
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l’équalion (1) deviendra 

(3)" f'{x, y, Z.. . .)=x"‘ j- 

Ainsi, toute fonction homogène des variables x, y, z de 
degré m peut être mise sous la forme 




77. On dit que l’équation différentielle 


Mdx -f- Ndy = O 

est homogène lorsque les fonctions M et N sont homo- 
gènes et de même degré m. 

Dans ce cas , on peut poser, d’après ce qui précède , 



et l’équation différentielle devient, en supprimant le fac- 
teur X”, 


f 



dx -t- 



= O. 


Faisons y=ztx, d’où dy = tdx +xdt, elle prendra la forme 
<f(t)dx -H 4'{t) (tdx ■+- xdt) — O, 


ou 


[f(0 t4i{t)]dx -4- X4>{t)d( == O, 


d’où l’on tire 


dx 


4'(t}dl 


■■O. 


X f{l) t4,{t] 

Ainsi, les variables sont séparées, et l’on a 

* 

)dt_ 


J v(i) 
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Si, après l’intégration, on remet - à la place de t, on ob- 

X 

tiendra l’intégrale générale de l’équation proposée. 
Exemples : 


^ 78. 1" Soit en premier lieu l’équation 

(«X -t- by) ilx -4- (tt'x -4- h'y)dy == o; 

en faisant y = tx, elle deviendra , après la suppression 
du facteur x , 


[a -4- (a' -t- b) t b't*] dx -4- («' -4- b't)xdt = o, 


et , par suite , 




dx 



-4- b't)dt 

X 

a 

(«' 

-4- -4- Ù't* ’ 

d’où 




Ix 


-(«' 

-4- b't)dt 

'-4-&)f-4-t>'<* . ■ 


Après avoir effectué l’intégration, qui est toujours possible, 
on remplacera t par -, et l’on obtiendra l’intégrale de 
l’équation proposée. 

Soit en particulier l’équation 


(x -4- y)dx — (x — t/)dy == o, 


on aura 


ou 


/x 


_ ni-t)d t 
J 1 - 4 - <* 


-=c 


/x -4- -4- f* — arc tang I — C 


et, par suite. 


tV'x^ A- y^ — arc làng - = C. 
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2“ Si l’on avait l’équation 

{ax -4- <11/ -4- c)dx -4- {ax ■+- h'y _■+■ c') dy = o, 

on la ramènerait à la forme précédente en posant 

X = x'-4-a, y = y' -4-/3, 

x' et y' étant deux nouvelles variables et «, deux con- 
stantes déterminées par les équations 

aa -4- <>;3 -4- c = O , (t'a -4- <t'/3 c' — O. ‘ • 

Par cette transformation , l’équation proposée devient 

{ax' -4- by']dx’ ■+■ (a'x' -4- h'y')dy' = o, 

et, après l’avoir intégrée, on substituera au lieu de x', y' 
leurs valeurs x — «, y — (3. 

Les valeurs de « et (3 sont 

6c' — c6' ca — ac' 

a * î /9 = » 

ab' — 6a' ab' — 6a' 

donc la transformation précédente n’est plus possible 

quand on a ab' — ba = o; dans ce cas, l’équation devient, 

• . . a' 6' 

en désignant par k le rapport commun — = ^ , 

{ax ■+■ by c) dx -¥■ [<c (ax -4- by) - 4 - c'] dy = 0 , 

et s’intégre en posant ax-k-by = t, d’où bdy =dt — adx. 
On a donc 

6 ( t -4- c) dx - 4 - {kl - 4 - c') {dt — adx) — 0 , 

d’où 

{kl -4- c') dt 

dx == , , r . 

{ak — b) t ac — br 

dont l’intégration ne présente pas de difficulté. 
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3" Soit encore l’équation 


xdy — tjdx = dx V" -, 

en posant y = tx, elle devient 

dt = —l/l - 4 - 1 *, 

X 


ou 


dx 

X 


dt 


En intégrant, on a 


y fi 


lx=^l{t + \/\ H- fi) IC. 

IC désignant la constante arbitraire; on en tire 




et, en chassant le radical, 

xî = 2C(/ - 4 - C*. 


Exercices : 

(x — ay) dx -t- ydy ~ O; 

2" (t -4- X — 2y) rfx - 4 - (1 — x) dy = o; 

3° (x* -4- axy) dx -4- (»/* — «x®) dy^o; 

4“ (x® -4- 2xy -4- 2ÿ*) dx -t- [y^ xy -*■ x*) dy — o. 

M»t$égi*alioÊt égêtationa 

79. On entend par équation linéaire du premier ordre, 
celle qui est du premier degré par rapport aux fonctions 
y et sa forme la plus générale est 

dy -4- Pydx = Qdx, 

P et Q étant des fonctions quelconques de x. 
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Les variables se séparent en posant y — zt, s et t étant 
(leux fonctions indéterminées de x, car on a dy = zdt ■+- tdz 
et l'équation proposée devient 

Z {dt -V- Ptdx) ■+■ tdz — Qdx. 

Or on peut déterminer la fonction t par la condition 
dt ■+■ Pidx == O , 
ce qui réduit l’équation à 

Q 

tdz ~ Qdx, ou dz y dx. 

On tire de la première 

dt /. . 

y Pdx — O, It — f P(/x 


et, par suite, 


.-ffdx . 


substituant celte valeur dans celle de dz, il vient 
dz = e^^Qdx , 

d’où 

Z =/e^**‘^Qdx + C; 

G étant la constante arbitraire; en mettant ces valeurs 
de Z et de t dans l’équation y = zt, on a, pour l’intégrale 
générale de l’équation düTérentielle dont il s’agit, 

y = e-^^'^{f(/^'^(idx + C). 

Exemples 

^ 80. i”. Soit dy — ydx == x^dx; la formule précédente 
' donnera 

y == e'*(yè*x*(/.r -(■ C); 
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donc 

2 “ 
on a 
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fé^xHx — e*(ac* — 2* -i- 2) , 

y = a:® — 2x H- 2 -(- Ce"®. 

( 1 — x^)dy -t- xydx == adx ; 


— / * I ^ C 

«-I* / P Jt^ 


y=e 


Mais 


donc 




dx 


\ — ar* 


H-C . 


/ ^xdx , 


on a d’ailleurs 


^ dx 
(1 — x' 


donc 


(1 — X®)* V/l-x* 


y — ax C — X*. 


Exercices : 

1° dy + ydx = e"®dx, 2“ dy h ==ir = bdx, 

Vi +• X® 

3" (i — x®)dÿ-t-ydx=(l +x)dx; i’xdy— aydx=x“+'sinxdx. 

81. On ramène aux équations linéaires celles qui sont 
de la forme 

dy + Pydx = Qy"'dx, 
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car si l’on désigne par z une nouvelle variable et qu’on 
pose 

y = 2 "> 

cette équation deviendra 

dz — zdx -= dx; 

n n 

\ 

et si l’on fait (m — 1 ) » + 1 = o, d’où n = -, on 

' m — i 

aura 

dz — (m — t) Pzdx == — (m ■ — 1) Qdx, 
qui s’intégre par la méthode qu’on vient d’exposer. 


Exercices : 


\ " ijdtj — y^dx = xdx ; 2° dy 



dx 


.5“ (1 — X») dy . 4 - xydx = (1 — x^) xV'y dx. 


25 
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CllAPlTUK XI. 

Du FACTEUH l>nOI>IIE A IlENDRE IH.UÉDIATE!UENT l,A'TÉ(iHABI,E U.NE 

ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE DU PREMIER ORDRE INTÉGRATION 

DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU PREMIER ORDRE DANS LES- 
QUELLES LA DÉRIVÉE PASSE LE PREMIER DEGRÉ. — APPLICATIONS 
GÉOMÉTRIQUES. 


0tt fmetetêW' propre n rendre itnmédialement intfyrahie 
nne équation différenUette <fw premier ordre. 


82. Une équation différentielle Mt/æ -i- Ndÿ= o, peut 
être considérée comme résultant de l’élimination de la 
constante arbitraire c entre son intégrale générale F(x,ÿ, c) 

f/F dF 

et sa différentielle immédiate -v- dx -i- — di/ = o. Cette 

dx dtj 

élimination s’effectue immédiatement si on met l’intégrale 
sous la forme u = c, u étant une fonction de x et y 
qui ne contient plus la constante c. On en tire par la 
différentiation , 


et, par suite, 


du 

du 

(lu = — f/x -4- 

— di 

dx 

•<y ■ 


du 


IL. 

dx 

du 


djr 


Mais on a aussi 


dx n’ 
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et comme ces valeurs doivent être égales, quels que soient 
X et y, on aura identiquement 

du du du 

du M dx du 

— r = — 1 ou — - - ■ 

. ^ N IVI N 

dx 


En désignant par v ce rapport commun, cette équation 
donnera 


et, par suite. 




du = t> (Mrfi -I- Nrfy). 


On conclut de là qu’il existe toujours un facteur v propre 
à rendre l’expression Mrfx+Nrfy une différentielle exacte. 

Exemple. — L’équation xrfy — ydx = o, qui ne satisfait 
pas à la condition d’intégrahilité, devient immédiatement 

1 

intégrable en la multipliant par ; on a, en effet, 




donc l’intégrale de la proposée esl^= c, ou y = ex. 

Le premier membre devient encore une différentielle 

*1 

exacte en le multipliant par le facteur — ; car on a' 

xf/y — ydx dy dx 

xy y X ’ 

d’où 

ly — Ix — le ou y = ex. 
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On arrive encore au meme résultat en multipliant par 

— 1 i/(lx Xlltt 

, car l’équation devient — ^ = o, dont le 

premier membre est la différentielle exacte de la fonction 

y -+-X 

' 

83. Il peut donc exister plus d’un facteur qui rende 
intégrable l’expression Mdx + Ndy; mais quand on en a 
trouvé un, il est facile d’en déduire une inOnité d’autres. 
Soient, en effet, v et V deux de ces facteurs, et suppo- 
sons que l’on ait 

(/« = V (Mdx -t- Nt/y), 
dU = V (Mdx -t- Ndy); 

en éliminant Mdx ■+■ Ndy, on aura identiquement 
V 

- du == du. 

i' 

Mais le second membre étant une différentielle exacte, il 

doit en être de même du premier, ce qui ne peut avoir lieu 

V V 

que si — se réduità une fonction de «;soit donc — =ç(«), 

on aura 

V = t’y (m). 

Ainsi, quand le facteur v sera déterminé, on effectuera 
l’intégration de l’équation v (Mdx -i- Ndy) = o par le pro- 
cédé n“ 67, et l’on*aura pour l’intégrale générale w —c; 
on en déduira ensuite tous les autres facteurs propres à 
rendre intégrable le premier membre de l'équation en 
multipliant le facteur v par une fonction quelconque de «. 

i ty 

Dans l’exemple précédent, on avait t- = et h = -, donc 

X X 
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En faisant tp [-] = -, on trouve V= — ; en |•osanf 


il vient 




(!-')■ 


(.V — 


8i. Quand on connaît deux facteurs distincts qui ren- 
dent différentielle exacte le premier membre de l’équation 
Mdx -t- Nd?y = o, on peut en obtenir l’intégrale en éga- 
lant leur rapport à une constante arbitraire; car l’un des 
facteurs étant représenté par v, l’autre sera or, 

l’équation — c, donne <p(w) = c ou m == const. 

Nous avons trouvé dans l’exemple précédent v= —, 

t V X. xi * 

V = — , donc — = — , et, par suite,— = — ou \t = cx. 
xxj V y • y P 

85. Pour que l’expression t;(Mc/x -h Nrfy) soit une dif- 
férentielle exacte, il faut que le facteur v satisfasse à la 
condition 


ou, en effectuant les différentiations, 

dv f/c /f/.M rfN\ 

_ M — = c — . 

dx dij \ ay dx! 

Cette équation est presque toujours plus difficile à intégrer 
(pic l’équation proposée , et ce n’est que dans quelques 
cas particuliers qu’on peut en dédiiiri* le facteur v. 
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Soit, par exemple, l’équation linéaire dt/ + Pydx — Qdx; 
on aura 

yi==Vy — Q, N=l, 


et l’équation précédente deviendra 


(Py-Q) 


dv 

dy 



Or, on y satisfait en supposant que v ne contienne pas y, 
dv 

ce qui donne — o; car l’équation se réduit alors à 

~ = Pu, et l’on en tire 
dx 


— = Pdx , h = J'vdx, V 




Multiplions l’équation proposée par le facteur il 

viendra 


Pyt/^‘^dx = y^‘^Qdx, 


et l’on voit que le premier membre est la différentielle 
de on a donc en intégrant 

y(/^^=fe^^^(idx + c. 

et, par suite. 


y_e-/Prf»(y’e/P*«Qdx + c). 

86. Considérons encore l’équation homogène 
‘ Mdx Nrfÿ == O 


OU 


x"f 




Digitized by Google 



aiAlMI lll', XI 


550 


Ou sépare les variables en posant = f cl en divisant les 
deux membres par 


ce qui revient à multiplier les deux membres de l’équation 
par le facteur 

t 1 


donc l’expression ^ est une dilTércntielIc exacte. 

' Mx -+- ISy 

Si l’expression Mdx + Nd?/ était aussi une différentielle 
exacte, on pourrait prendre t =1 et ' = 
légrale de l’équation Mdx -+- ^dy = o serait, dans ce cas, 
Mx -f- Ny = C. 


l—iégtiBiion <fM éqttaHoni dtt premier antre 

dy 

<fon« letgmeUe* la dérivée — pnëêe le pretHier degré. 

dx 


87. Toute équation différentielle/" (x, y, dans la- 
quelle la dérivée ^ est élevée à une puissance supérieure 
ù la première, peut se décomposer en un certain nombre 
d’équations du premier degré de la forme 
Mdx -+- iVdy = o 

qu’on intégrera séparément par les procédés qu’on Wenl 
d’exposer. 

Représentons les intégrales ainsi obtenues par 

y, '■) = «» > y, r') = o, y,(x, y, r") = o;. . ; . 


t ^ 
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toutes les valeurs de y qui satisfont à l’équation différen 
tielle proposée, vérifieront l’équation 


y, y, y, 


dont on ne diminuera pas la généralité en représentant 
toutes les constantes par la même lettre, puisqu’on doit 
considérer séparément chaque solution et attribuer à la 
constante arbitraire qu’elle contient une valeur quelconque. 

Soit, par exemple , l’équation = o; on aura 


dy adx=^o, dy — adx — o, 
et en intégrant 

y -+■ ax c= O, y — ax -t- c' = o. - 

L’équation 

(y «X 4- c) (y — ax -H c' ) = O 

donnera donc les deux intégrales qui satisfont à l’équation 
proposée; en posant c' == c, elle devient 

(y -+- p)’ — a*x® = O. 

88. Supposons que l’équation différentielle soit de la 
forme /"désignant une fonction quelconque; 

si on ne peut pas la résoudre par rapport à on fera , 

1 . QrX 

uîy * 

pour abréger et on aura, en différentiant l’équation 

dont il s’agit , 

dx — f'(p)dp , eiparsuile dy — pdx — pf'{p)dp. 

En intégrant cette équation , il vient 
y=fpf\pW^^ O" y^pf{p)—ff{p)dp + ^, 
et si l’on parvient à éliminer p entre cette équation et la 
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proposée x = f{p), on aura une relation entre x, y el 
la constante arbitraire c, qui sera l’intégrale générale 
demandée. 

89. On intégrera de la même manière les équations qui 
ne conlienne4it pas x et qu’on peut résoudre par rapport 
à y; soit, en effet, y - = f{p), on aura dy = f'{p)dp ou 
pdx — f'{p) dp, donc 

' P J P 

et la détermination de l’intégrale dépendra de l’élimina- 
tion de P entre les équations 

.'/ = f{p\ X = dp ■+■ r. 

./ P 

90. Supposons que l’on ait à intégrer une équation de 
la forme 

y =px + f'(p); 
en différentiant, il vient 

dy = pdx [x f'{p)] dp. 

ou bien, à cause de dy = pdx, 

[x -h f'{p)]dp = o.’ . 

On y satisfait : en posant dp = o, ou/Ji= c;* substi- 

tuant cette valeur de p dans l’équation proposée on obtient 
pour l’intégrale générale, 

»/ = «-+- IV)- 

On satisfait encore à l’équation [x ■+- f'{p)] dp — o on 
posant 

X 4- f'(p) = 0, 


» 
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d’où l’on lire p =<p(æ); en subsliluant celle valeur dans 
l’équalion y = px -I- /■(/)), on aura une rclalion qu’on ne 
peul pas déduire de l’intégrale générale. Cette équation sera 
donc une intégrale singulière, et l’on voit, en effet, qu’elle 
représente l’enveloppe des droites qui ont pour équation 

1/ =CX-h f{c). 

Soit, par exemple, l’équation 

ydx T- xdy = ot/ dx^ ■+■ dy^, 

ou , 

y — px -t- a y' i -i- P®. 

Kn différentianl et réduisant, il vient 


ap 


dp — O. 


J/d -t- 

ün y satisfait en posant dp = o, p = c, et l’on a pour 
l’intégrale générale, 

ÿ = ex -+- a 1/ 1 -t- c*. 


En posant x -i- ■ = o, on a p = — ; r. — , 

V \ -^-p^ l/a* — X* 

subsliluant celte valeur dans l’équation proposée, il vient 

x*-t-y* = u*, 

qui n’est pas comprise dans l’intégrale générale. 

91 . On agira de la même manière à l’égard de l’équation 


y = x-r(p) + f{p); 

on en tire 

dy ou pdf — x<f'{p)dp + <i(p)dx f {p)dp, 

d’où 


dx — — 
P- 


-M ' ;<->(;>) 
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Celle équalion esl linéaire par rapporl à x, el l’on en dé- 
duil, par l’inlégralion , 



En éliminanl p enlre celle équalion el l’équalion proposée, 
on aura l’inlégrale demandée. 


ApplUmUont géomél§H^p$eÊ. 


92. 1“ Trouver une courbe donl la normale ail une Ion 
gueur conslanle a. 

L’équalion différenlielle de la courbe esl 


on en lire 


ydy 


dx 


l /«2 — 1/2 


el en inlégranl 

X — y^= t ou (x — c)2 - 1 - 1/2 = a*, 


qui esl l’équation d’un cercle. 

2“ Trouver une courbe telle que si par le point pris 
sur l’ordonnée à une distance de l’axe des x égale à l’ab- 
scisse, on mène une parallèle au même axe, la portion de 
cette parallèle interceptée entre l’ordonnée et la tangente 
ait une longueur conslanle «. 

On a, pour l’équation différenlielle de la courbe. 


d’où 


dy y — ^ 

(Ix a 

U X 

du — — rfx = dx. 

« a 
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Celle équalion est linéaire par rapport à y cl sa dérivée, 
et on en lire 


ou 



^ = a’ •+- a -i- ce“ ; 

3“ Trouver une courbe telle que le carré de l’arc s soit 
proportionnel à la distance d’un de ses points extrêmes 
à une droite fixe donnée. 

Prenons la droite donnée pour axe des x, l’équation de 
la courbe sera — Aay, 4a étant une constante. On en tire 


ou 


— 1 — du 

h — '2\/ uy, ds = dr^ ■+■ dy^ ==\/ a —jz 

V y 



qui est l’équation différentielle d’une cycloïde dont le 
cercle générateur a pour diamètre a-, l’axe des x est tan- 
gent à la courbe à son sommet. 

4“ Trouver une courbe telle que la perpendiculaire 
abaissée de l’origine des coordonnées sur la tangente soit 
proportionnelle au rayon vecteur. 

On a, pour l’équation différentielle de la courbe, 


— — = n V -¥■ y*. 

1 / dx^ - 4 - dy^ 

Cette équalion est homogène par rapport à x cly et peut 
s’intégrer par le procédé du n" 74; mais on arrive plus 
promptement au même but en employant les coordonnées 
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polaires. Posons x = r cos y, y =»• siii y, réquatioii de- 
viendra, en supprimant le l'acteur r, 


rds 

‘ - ^ H 

Vdr^ -r- 

d'où 


dfV^ \ — = n — ; 

r 

intégrant et représentant la constante arbitraire par — nk, 
il viendra 


ou 


y |/ 1 — h'* = nlr — nk = 



c 


r — ce ;r“?’ 


qui est l'équation d’une spirale logaritiiinique. 


Exercices : 

Trouver une courbe telle que la tangente de l’angle 
que le rayon vecteur fait avec la tangente soit proportion- 
nelle à la valeur inverse de l’ordonnée; 

2" Trouver une courbe telle que la portion de la tan- 
gente interceptée entre les deux axes coordonnés ait une 
longueur constante a; 

3® Trouver une courbe telle que l’arc s soit propor- 
tionnel à l’aire comprise entre cet arc, l’axe des x et les 
deux ordonnées extrêmes; 

4“ Trouver une courbe telle que le produit des distances 
de deux points fixes à la tangente soit égal à la constante 
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CHAPITRE XII. 

Des équations DIFFÉnENTIELLES d’un ordiie quelconque. — 
Intégration de quelques équations différentielles d’un 

ORDRE SUPÉRIEUR. 


Omt équwMonê différettUeMte» d’un ot'tfre gHeleoM^Me, 


95. Considérons l’équation différentielle de l’ordre n, 


(i) 


dx dx^ 


Posons, ponr abréger, 



=*«. 


dx 



dtf ■ 


l’équation précédente étant censée résolue par rapport 
à ÿ("), donnera 

(2) »/"> = y {x, y, y', y" .... , 


et l’on aura ainsi yi") exprimé en fonction de x, y et des ’ 
n — 1 premières dérivées de y. 

On en tire, en différentiant , 


dx 


(n) 


(n+1) dy dy , dy 

OU y = — h — y H y 

dx dy dy 


d? . 

dy(”-')^ 


(n) 


et si l’on substitue dans ce résultat la valeur précédente 
deyt"), on aura y("+') exprimé en fonction des mêmes 
quantités. 

Par des différentiations successives, on obtiendra des 
expressions analogues pour les dérivées y("+ 2 )^ yt^^®)... 


Digiiized by Google 



CHAPITRE XII. 


307 


Désignons par y^, y”.... les valeurs particulières de 

//, y, y".... correspondant à x —x^, la tbrniulc de Taylor 
donnera 


/-V * — .. (x — -To"' .1 

w.v=2/«-- -, 


(JC — a;„)" („) 


1 . 2 . . . /i 


-.!/» 


et si l’on met dans ce développement à la place de 
.Vo'"'*'*’— leurs valeurs déterminées comme il vient d’être 
dit, l’équation (5) sera \'intéyrale générale de l’équation 
dilTérentielle proposée, et donnera la valeur de y en fonc- 
tion de X et des n constantes arbitraires 

I/o, »A, yô' • . . 

La valeur particulière de doit être prise de manière que 
toutes les dérivées successives restent finies et que la série 
soit convergente. Lorsque la série peut être sommée, on 
obtient l’intégrale générale sous forme finie. Soit, par 
exemple, l’équation 


on en déduit, par des différentiations successives. 


(Ix^ 


dx 


,t^ 

f/ar‘ 



f/.r‘ 


dx'' 



(i^m , 


d(>jL ^ (Py 

dx^' </.r* 


— — • «‘■’i/ -t- u^mx. 
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En faisant jc = o, on aura 

yl = — a^ÿo , y" = — ahj, + m , . y" = a'y„, 

yl = — «*'« J y" = — «'’y« • • • » 


et la formule de Maclaurin donnera 


/ X* 

o*x® 


rt*X* 

J 

. ....1 

l 1.2.3 


t.2 

t. 2.3.4 / 





On reconnaît aisément dans ces séries les développe- 
ments de sin ax et cos ax, et l’on obtient ainsi, pour l’in- 
tégrale générale sous forme finie, 

ÎH 

î/ = — (ax — sin ax) -4- w„ cos ax -t — - sin ax 
a^' ' a 


ou bien 


«IX 


y 


■+- c sin a X r cos ax, 


en représentant par c et c' les constantes arbitraires 


94. Il résulte de ce qui précède que l’intégrale générale 
d’une équation différentielle de l’ordre n renferme néces- 
sairement n constantes arbitraires qui sont les valeurs de y 
et dtf’ses n — I premières dérivées, correspondantes à une 
valeur particulière de x. 

Réciproquement , l’équation F (x, y, c, c '. .. c(" -*))== o 
qui détermine y en fonction de x et des n constantes ar- 
bitraires c, c'... c"-*, sera identique avec l’intégrale géné- 
rale, si elle satisfait à l’équation (1) et si, en la différentiant 
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H 1 fois, 011 peut, au moyeu dcè éi^ations ainsi obte- 
nues, déterminer ces constantes de maûère que, pour 
x = x^, la fonction y et ses n — 1 premières dérivées 
prennent les valeurs arbitraires y^, y' , y' .... y J*-*). £n 
effet, si l’on substitue dans l’équation précédente, résolue; 
par rapport à y, les valeurs de c, c', c" .... cl"- ‘) ainsi dé- 
terminées en fonction dey„,y^ ÿô > ^ 

une expression de la forme 

y = i(x, y„ y;.... y<"-‘>), 





et la fonction 4/ et ses n — 1 premières dérivées se ré- 
duiront respectivement ^ y„, y„ y „ .... y, lorsqu’on y 
fera x = x^. De plus, puisque cette équation satisfait à 
l’équation {!), les valeurs des dérivées suivantes de la 
fonction \p seront nécessairement identiques avec celles 
qu’on déduirait de l’équation (1); donc le développement, 
suivant les puissances x — de la valeur précédente de y, 
sera identique avec l’intégrale générale (3). 

9S. .Si, après avoir différentié l’intégrale générale 


F(*,y, c, c- r<— >)--0 

d’une équation différentielle de l’ordre n, on élimine suc- 
cessivement chacune des n constantes entre les équations 
F= 0 , dF := 0 , on obtiendra n équations différentielles 
du premier ordre , qui contiendront chacune n — 1 con- 
stantes arbitraires; ces équations sont les intégrale» de 
l'ordre n — 1 ; deux de ces intégrales remplacent l’inté- 
grale générale; car, si entre ces équations on élimine^, 

on aura une relation entre x, y et n constantes arbitraires , 
qui sera nécessairement identique avec l’intégrale gé- 
nérale. 

2i 
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Si on élii«‘“^ successivemeiU eutre Jes équalioiis 
F = O, f/F = O, f/*F = O 

doux des constantes arbitraires, on aura ^ équations 
du second ordre, qui seront les intégrales de l’ordre n — 2. 
Quand on a trois de ces intégrales, on obtient l’intégrale 
générale en éliminant les dérivées 
L’élimination successive de trois constantes arbitraires 
entre les équations F=o, f/F==o, d’^F—o, d^F==o donnera 
les — J intégrales du n — 3"“ ordre, et ainsi 

de suite. 

Les intégrales du premier ordre s’obtiennent en élimi- 
nant successivement toutes les constantes moins une entre 
l’intégrale générale et ses n — 1 premières dérivées. 


MniégfaUon «fe é^uaUonm tlifférenHeUet 

tf’Mn offlra êêtpéê’ievf. 


96. L’intégration des équations différentielles d’un 
ordre supérieur est impossible, en général, et ce n’est 
que dans un petit nombre de cas particuliers qu’on par- 
vient à l’effectuer. 

Considérons d’abord l’équation 



f{æ) désignant une fonction quelconque de la variable in 
dépendante x; en la mettant sous la forme 

d.^ = f\x)dx 
dx 
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et intégrant, il viendra «l’abord 

dx ~ ^ 

Multipliant par dx et intégrant rt® nouveau , on aura 
ly r' + ex + JdxJ'f{x)dx , 

pour l’intégrale générale de l’équalion proposée, c etc' 
étant les deux constantes arbitraires. On peut remplacer 
l’intégrab^ double du second membre par deux intégrales 
simples, à l’aide de l’intégration par parties; on aura 
fdxff\x)dx r= xff[x)dx -ff\x)xdx 

et, par suite, 

,y = c' H- rx xfl\x)dx — ff{x)xdx. 

Si l’on prend les intégrales du second membre à partir 
de X , les constantes arbitraires seront 

r 2/oj «■' = */» — 

On trouverait de la même manière pour l’intégrale gé- 
nérale de l’équation 


y ~ f" ^ c'x — X* pixjdxj'f [x)dx. 

Mais l’intégration par parties plusieurs lois répétées donne 

/dx/dx/Ax)dx==/xd3//(x)dx-^^^ 

— xj'f '[x)xdx -H — J'l(x)x^dx; 


donc 


V = c" -I- c'x -V- - X* + [x*// (x)dx-2x//(x)xdx +/Ax)x*dx], 

•J '^ \ »À 


- \ 
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• l’on intégrales à partir de on aura, 

valeurs des constantes arbitraires en fonction 

pour _ 
dP 1^0 > ÿg) Hgt 

x„» 

<• --= y'o' , c' = y, — x^y'g, c'" = ÿo — Xgijg ^yl- 

La quantité placée entre les crochets est susceptible 
d’étre exprimée par une seule intégrale; car si l’on dé- 
signe par Z une nouvelle variable, on aura évidemment, 
quelle que soit la fonction F (a:). 


/ ->x ^*X 

F (ï) rfar = y F {z)dz ; 

X, Xo 

donc 

c" .f- c'x -4- |a:* rx*^(z)ds - 2x f \\z)zdz^f f{^z)z^iz\^ 

On peut maintenant faire passer les facteurs x^, — 2x 
sous le signe J] et remplacer les trois intégrales par 

yix - z)» f{z)dz; 

•To 

l’expression précédente de y deviendra ainsi 
, ex* t 

y = c- -H c'x -4- — + — y (x — z)*l\z)dz. 

On trouvera de la même manière pour l'intégrale générale 
de l’équation 

d"V 

y = cl"-‘)+rf”-*>x-t-c"-3?! 

•' LA 


2 1.2 ( 7 » — 1 ) 

î fll-zf-'f{z)dz. 
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97. Soit l’équation 




/\y) désignant une fonction de la variable dépendante y; 
multipliant les deux membres par 2d?/ et intégrant, il 
viendra 

cPm d»/* 


d(/* 


^<îff[y)dy, 


c étant la constante arbitraire. On eh tire 

<iy 


dx = 


et, par suite, 


V c ^/f{y)dy 




dy 


|/c + \/'f'{y)dy 

Exemple. — Soit l’équation 
d*y 




on aura 


. f dy 
a; = c +• i —-- — 

A- a*i 


et en intégrant 


d’où 


x — c' H — l (ay -+- -f- a*y*) ) 


e“(*“''>=:ay-4-|/c-4-aV, 

V = — e»**-'')- — 

2a 2a 
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En faisant dans cette équation et dans sa dérivée x — x^^ 
on trouvera sans peine pour les valeurs des constantes c 
et c', en fonction de y^, y\ , 

c — y;» — a’yj , c' = x„ — i f (y, -t- ay„) , 

a 

et l’intégrale générale deviendra 

^ y° ■*- «y- ga(*-æ„) _ y°~ “v» ^-«(x-xo) 

^ <îa 2a 

Si l’on avait l’équation ^ trouverait 


y == c sin ax -+- c' cos ax , 

et les valeurs des constantes arbitraires seraient 


ayo sin aXo y„ cos ax„ 
a 


ay„ cos «Xo — yô sin ax„ 
a 


98. On intégrera de la même manière l’équation 


d*y dy* 

dx* dx* 


= /{y). 


a désignant un coeflQcient constant et /"(y) une fonction 
de y; car, en multipliant par 2dy, on pourra écrire 

dt/* dv* 

dut 

et en posant^ = z, on aura l’équation linéaire 

dz - 4 - 2azdy = 2/'(y)dy 
dont l’intégrale est 

z^e-^y [/e*"i'2/-(y)dy r ]. 
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Substituanl pour z sa valeur, on en déduira 

dy 


dx 


Vé-^'j[fe^nr{y)dy + ~c] 


et, par suite, 




dy 


\/e*'‘^[fe^nf{y)dyVc] 
99. Soit à intégrer l’équation 


dx* ' \dxl 

f désignant une fonction de En posant ^ — p, 
on aura 


dp 


— f(p), d’où dx ■■ 


dp 


fiP) 


rdp 

x=cH-y- 


Ap) 


dx 

On a ensuite 

V/w' 

Elinainant p entre les équations précédentes, on aura une 
relation entre x et j/ contenant les deux constantes arbi- 
traires c et c' et qui sera, par conséquent, l’intégrale gé- 
nérale demandée. 

100. On ramène au premier ordre une équation de la 


forme 


fiu ^ ^ 
' l*'’ dx’ dxV 


dy 

O, en posant-^ = p et en pre- 


nant y pour variable indépendante; car on a 


d*y dp pdp 

dx* dx dy 
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et l’équation proposée devient f ‘^^nt l’in- 

tégrale contiendra une constante arbitraire; en y substi- 
tuant à la place de p sa valeur , on aura une nouvelle 

équation diflérentielle du premier ordre dont l’intégrale 
sera l’intégrale générale demandée. 

Exemple. — Trouver la courbe dans laquelle le rayon 
de courbure est proportionnel à la normale. 

pour l’expression de la normale, et 


On a 


y\/i 


dx^ 


\ ■+- 


dx'^l 


pour celle du rayon de courbure; donc l’équation diffé- 
rentielle de la courbe est 

3 

du'* \* ^ dx*l 
ny \/ \ ■ -^ 


V 


(-sr 


dx* 


dx* 


ou 


d*y du* 


En posant 
elle devient 


dy 


■ = P> 

i P* 


d*y pdp 


dx dx* dy 

dy 

y 
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d’où l’on lire, en intégranl et en représentant par - le la 
constante arbitraire, 

^ â 2 w 

/(I + »*) = -/« lc==-U, 

n ^ n ne 

ou 




Substituant à la place de p sa valeur et résolvant par rap- 
port à dx, on aura 






1” Soit d’abord « — i, et, par suite, 


dx — 


V(!)- 


en intégrant, on trouve 


X = C -4- 




on 


d’où l’on lire 


x-c' 

re ' =y y y'* — c*, 

/ x-<^ ®-c' 


y^-^e -r-e 


équation qui représente une chainclle. Les valeurs des 
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constantes arl)itraires en fonction de y^, sont 


y» 


, = y»’)- 

|/ 1 -+- y’„* Kl-»- y'^ 

Si l’on suppose que est l’abscisse du point le plus bas 
de la courbe, on aura y^ = o, et les valeurs précédentes 
se réduiront à c — y^, c' — x^. 

2“ Lorsque n — - — 1 , on a 

y<^v 


dx = 


Kf* — y* 


d’où , en intégrant , 


ou 


ar = c' — K c* — y* 
y'* -+- (a: — c')* = c*, 


équation qui représente un cercle dont le centre est situé 
sur l’axe des abscisses. _ 

3" Soit n — 2, on aura 

dy V' c dy 


dx — 


\/’7- 


Ky 


donc 


ou 


a; = c' — 2 Kc Ky — c, 


(x — c')* = 4c(y — c), 
équation d’une parabole. 

4" Soit enfin n~ — 2, on aura 

fiy iMy 


dx: 


\ÆZ. 1 ^•^y — V* 

V w 
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(}ui est l’équation différentielle d’une cycloïde dont le 

€ 

cercle générateur a pour rayon On retrouve ainsi une 

propriété connue de cette courl^e. 

101. Lorsqu’une équation est homogène par rapport 
à y et ses dérivées, on peut abaisser l’ordre d’une unité 
en posant y — d’où 


dy 

dx 


— ue 


/udx 






dx‘ 


IcPu 

Ida;* 


3i< 


du 

dx 






etc. 


Au moyen de ces valeurs, on aura une équation entre u 
et.Æ dont l’ordre sera moindre d’une unité que celui de 
l’équation proposée. 

Soit, par exemple, l’équation 

d^ 

dhj dy^ ^ dx 
dx* dx* t -+- X ’ 


en y substituant les valeurs précédentes de y et de ses 
dérivées, elle se réduit à 


du U 
dx t X 


d’où U = c (I -+- x), /udx = c (^x •¥■ 


donc l’intégrale demandée est 


y 




en posant A = e’' , B = e^'. 
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Exercices : 


d^y du* 


dx* 


dx dx* 


dy 


a*xy = 0 ; 


3 " X* 


^y 

dx* 


x~- —y^o; i’ y* 


dy 

dx 


<y* , 


CHAPITRE XIII. 

Équations linéaihes d’un ordre quelconque. — Intégration 

DES ÉQUATIONS LINÉAIRES SANS SECOND MEMBRE A COEFFICIENTS 
CONSTANTS. 


Éqttniiont UMéait'0t él’ut» otuire yuelcanÿite. 


1U2. On appelle équations linéaires celles dans les- 
quelles la variable y et ses dérivées successives ne passent 
pas le premier degré. Leur forme générale est 


(I) 


dx" 


dx” 




dy 

-4-T-^-4- üm = X, 
dx •’ 


A, B, .... T, U, X étant des fonctions de la variable indé- 
pendante X. On verra plus loin qu’on peut toujours ra- 
mener l’intégration de cette équation à celle de l’équation 
privée de second membre, 



A 


dx"-' 


-4- B 


dx"'* 



üy = o, 


dont nous allons d’abord nous occuper. 
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103. Soient y,, tji, 1/5.... y,„ des intégrales particulières 
de l’équation (2), c’est-à-dire des fonctions de x qui y 
satisfont , on aura 


d"y. 

A t- B . ^ • 

dVi 

. . -, T—- 

L'y, = 0, 

dx" 

dx"“* dx"~* 

dx 


d"~'ui „ d"“*yj 

A -T— -t- B ^ ■ • 


■+- Uy, = 0 

dx" 

dx" ' dx"~* 

dx 


A— + B-— • 


Uy,„ = ( 

dx" 

dx"~' dx" ’ 

dx 


Ajoutons membre à membre ces équations après les avoir 
multipliées par les constantes arbitraires c., c„ c,....cm; 
en posant, pour abréger 


« = r,y. -t-c,y, .... + r„y„, 

l’équation résultante sera 


d"u d'’~'u d"~^u 

— — -I- \ — I- B—; . . . . 

dx" dx"~' dx"~* 


~ du 

T - — 1- Un = O, 
dx 


d’où l’on conclut que la fonction u satisfait à l’équation (2), 
et en est par conséquent une intégrale. Ainsi, quand on 
a un certain nombre d’intégrales particulières de l’équa- 
tion (2), la somme de ces intégrales multipliées respec- 
tivement par des constantes arbitraires, forme encore une 
solution de cette équation. Si le nombre des solutions par- 
ticulières était égal à n, la fonction u contiendrait n con- 
stantes arbitraires, et serait par conséquent l’intégrale 
générale de l’équation (2). Cette intégrale a donc la forme 


mais il faut que les solutions particulières y,, y^ y„ 
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soient réellement distinctes, ce que l’on reconnaît si l’on 

peut déterminer les constantes c, , c,, c«, de manière 

que pour x — x^, y et scs n — i premières dérivées 
puissent prendre des valeurs arbitraires 

!/o, y'o, y» • • • yi""'*- 


ÆM9égt*aiion de» équmiion» HnéiÊitrmë e^effiei^nië 
eo#Mfanf«« 


104. On peut toujours intégrer l’équation (2), lorsque 
les coefiScients A, B, .... T, U sont des quantités con- 
stantes. 

Pour cela, on fait y = Me“*, u étant une fonction indé- 
terminée de a: et a une quantité constante ; on en déduit , 
par des différentiations successives. 


</*/ 

dx 

d*y 

dx* 


dx 


= + 2(» 

dx 


(fiu 

dï*' 


1 


^"y n ax 

— ^ = a w 

dx" 


n-i ox 

na — e 
dx 


n.{n—\) „_ad*M d"u 

a e . . . . -T- I 

t . 2 dx* dx" 


Substituant ces valeurs dans l’équation (2) et représentant 
par f{a) le polynôme 


a" -f- Aa"-' -+- Ba""* ....-+- Ta U , 
on aura, en supprimant le facteur e“*, 

(5) 

dx 1 dx* t , 2 dx" t . 2 . . . w 


O. 
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Cela posé , supposons d’abord que les racines de l’équation 
f{u) == rt" .+- Aa’" ' -f- Brt"-* .... -I- Ta + U O 
soient toutes différentes, et représentons-les par 

«3 ; 

dans ce cas, on satisfera à l’équation (3), en posant 
f{a) = O et M = constante; 

donc, si l’on prend successivement pour a les n racines 
a., a, ....an, on aura les intégrales particulières 

e“'*, e"»* . . . . e*-'*, 

et l’intégrale générale sera, par conséquent, 

(4) y — c,e“‘* ■+■ .... h- 

à laquelle on peut aussi donner la forme 

(3) y = . . . . -t- 

en changeant les constantes arbitraires c., c, ....c„ res- 
pectivement en 

. . . . 

105. Les constantes arbitraires c,,c, c„, se dé- 

terminent d’après les valeurs de y et de ses n — 1 pre- 
mières dérivées correspondantes à la valeur particulière 
de la variable indépendante. 

Si l’on fait x — dans l’équation (5) et dans celles 
qu’on obtient en la dérivant n — 1 fois, on aura les 
équations 

c, -3- c, -4- C 3 . . . . ^- C„ = ÿo» 

c.o. -4- c,a, ■+- c,a, ....-+- c„a„ = y'„, 

f,o’ -4- c,a\ -4- c,a* r„«* = y". 


(•,«, -4- c,a, , 
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qui donnent pour c,, c, des valeurs finies et déter- 

minées , quelles que soient les valeurs des quantités arbi- 
traires y[,yl 

Pour le démontrer, nous multiplierons ces équations 

respectivement par les indéterminées k, k\ k" et 1, 

puis nous les ajouterons membre à membre; il viendra 

c^^^k + k'a^ -i-V'a*-- cj^k -4- -f- A"a| - -aj'')..- 

-+- cjk -4- fc'o„+ fc"o* ... -4- a”-') =A;i/„- 4 - A:'y> /t'y; ■••• -4- 

OU, en désignant par 9(0) le polynôme 

k “ 4 “ k a ~ 4 ~ k V . > > - 4 “ CL , 

(a,) -4- cy,(a,)... + r„ç.(a„) = ky, -4- ky„ -i- k'y"„... -4- yi"'”. 

Si l’on fait 

/*(®) 

?(«)== = (a— 04)(a — a3)....(a — a„), 

X flj 

les valeurs de k, k\ k" A"—* seront les coefficients des 

différentes puissances de a dans le quotient , et 

• a — 0| 

l’on aura 

f(«.) = r(«.)» 9(a,) = o, y(a„)=o; 

l’équation précédente donnera donc 

_ /tÿo -4- k'y'a .... -4- y" 

f’M 

On aura des valeurs analogues pour les constantes cg, 
C3 .... c„; or, si l’équation f{a) n’a pas de racines égales, 

les dénominateurs /"(a,), /"'(«j) seront tous différents 

de zéro, et ces constantes auront par conséquent des va- 
leurs finies el déterminées. 
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lOG. Supposons que l’équation f{a) — o ait des racines 
imaginaires, et soient = — 1 

deux racines conjuguées, les termes correspondants de 
l’intégrale générale (i) seront 

r,e + TjP ^ r,e -f- TjC j 

= e“* [r, (nos — 1 sin |3x) a fj (nos px — l/ — t sin /3x)], 

OU bien , en représentant par A et B les quantités ci -i- r*, 
(,._,,) V/ZTT, 

(A nos [3x B si II &x). 

Donc l’intégrale générale sera 

(0) y (A nos px + B sin px) -* 

On réduira de la même manière à une forme réelle la 
somme des termes qui proviennent des antres racines 
imaginaires conjuguées. 


Exeinplc.s : 


1 " 




on aura 

f{it) = o"' — — 0-4 2 = (n — t ) (« -4- 1 ) (fl — 2); 


donc l’intégrale générale est 

y ^^e'" -i n,n'* -i e^e} ' , 

et si l’on désigne par y^, y" les valeurs de y, 
correspondantes à x = o, on aura, pour déterminer les 

2S 


% 
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constantes c,, c,, c„ les équations 


c, -t- f, -t- f, — y„, 

c, — f J -f- 2c, y;,, 

c, -( Cj -4- 4cj = y„; 


2 ” 

011 aura f{à) = a 
/■(a) = 0 seront 


d^ii du 

A-^-r 2i/=-o; 

dx^ dx 

5 — 2it -(- 2, et les racines de l’équation 


a, = 1 -t- |/ — t, aj==l — 1/ — 1, « 3 = — 2. 


Donc l’intégrale générale est 

y - {A cos a; U siii x) -t- 


Exercices. 


f/x^ rfx ^ rfx^ 


’dx* 


djL 

dx 


6 -1- 1 3 -4-tOy = o; 


■ f/x* 


a«y = o; 


4» 


(/x* </x* 


a‘y = 0 . 


107. Supposons maintenant que l’équation f{a)-= o ait 
des racines égales, et soit, par exemple , a, = Oj; dans ce 
cas, les deux termes c, Cj e“** de la formule (4) se 
réuniront en un seul (c, -t- Cj)e“'* = ce“‘*, et cette formule 
ne contenant plus que « — 1 constantes arbitraires, ne 
représentera plus l’intégrale générale de l’équation (2). 

Pour déterminer cette intégrale, nous remarquerons que 
si a, est une racine double, on a non-seulement f{a) = o, 
mais encore /"{a) — o; donc on satisfera à l’équation (3) 

r ■ . ■ ! 

en laisant n = «I, 0 , et, par suite, «==c-t-cx,- 
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ainsi (c -h c'x)e“>* est une intégrale particulière de l’équa- 
tion (2), et en y ajoutant les termes provenant des autres 
racines, on aura l’expression 

y = (c r’x) ) c, e"** , 

qui sera l’intégrale générale, puisqu’elle contient n con- 
stantes arbitraires. 

Si l’on avait Oi = = as, ai serait une racine triple, 

et l’on aurait 

A«i) = Oj r(«<) = O > = O ’ 

dans ce cas, on satisferait à l’équation (3) en posant 

(Pu 

d’où ?( = c -h c'x -4- c"x*^; on aurait ainsi l’intégrale par- 
ticulière (c -t- c'x -+- r"x2)e“'*, et l’intégrale générale serait 

y = (c -4- c'x -t- c"x*) e“>* -+- c, c"** -f- 

En général, si l’on avait m racines égales à a,, l’intégrale 
générale aurait la forme 

y (c -t- c'x + c"x* -4- c^"*~'' p”>* H- c^_^, e“"4‘* 

Exemples : 

1° ^ (?x l’équation o* — 2a 1 = o 

a deux racines égales à 1; donc l’intégrale générale est 
ÿ = (c -H c'x) e* . 

2“ -4- — y — o; les racines de l’équation 

dx» dx* dx^ ^ 

-h — a — i — o sont — i, — 1,1; donc 

y (c -4- c'x) e~* -4 c"c* . 
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(/ï* 


dx^ 


'‘^+*'‘S-®>S+25!, = «; 


dx 


J’équation 

tt* — 4a^ -H i 4a* — 20a -+- 2S = o 

a deux racines doubles égales à i -i- 2V^ — ï, 1 — 21^— 1 ; 
donc 

2 / = (c-4- -+- (c"-i- c"'a:) 

= e*[(c H- c'a:) ( cos 2x -H — 1 sin 2a: ) 

(c"-t- c"'x) (cos 2x — 1/ — î sin 2x)J , 

ou, en faisant 

A_=c-t-c", B=c’-+-c"', 

A' = (c — c") »/^, B' =(c'— c"') V/ - ï , 

ÿ =e*[(A -H Bx)cos2x (A' -f- B'x)5in2x]. 

Si l’on fait 


A = Csina, A'=Ccosa, B = C'sino!', B' = C'cosa', 

cette valeur de y pourra s’écrire 

»/ = e*[C sin (2x -t- a) -4- C'x sin (2x + a')]. 
Exercices : 


d*V 
— ^ -4 

dx* 


d*f/ 

2a* — -I- a*v = ( 
dx* 


2 » 


— 14—=^ -4- C4 — 
dx“ dx* dx 


96y=o; 


d^ 

dx* 


dx 


-4- ."y =o; 


^ 

dx^ dx* dx 
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CHAPITRE XIV. 

iNTtGHATION UE l'ÉQL'ATION LIA'ÉAIRE AVEC SECOND MEMBRE. 

Cas où LES coefficients sont constants. — Abaissement 
DE l’équation a un ORDRE INFÉRIEUR. 


MHtègraUoH <fe l'ét/taHoM Hnémife «cer teettnd 


108. Reprenons l’équation complète 


(«) 


d’i/ 

— -I- A - 

dx" dx“*‘ 



+ L == X, 


Â, B, U, X étant des fonctions de x, et démontrons 

que son intégrale générale peut toujours se déduire de 
celle de l’équation sans second membre 


('>) 


d-y d'-'y 

-I- A 

dx" dx*~^' 



ü = O. 


Soient, en effet, y,, y,, y, y^, n intégrales particu- 

lières de l’équation (6), son intégrale générale sera 


y = c, y, -F- c, y. H- Cj yj . . . . ; . -H c„y„. 

Désignons par u,, u, n fonctions indéterminées 

de X, et représentons l’intégrale générale de l’équation (a) 
par 

y = !/, y, + U, y, -t- m, y, y„ ; 

cette somme n’étant assujettie qu’à l’unique condition de 
vérifier l’équation (n), on pourra se donner arbitrairement 

n — 1 des fonctions Vt, iii ou établir entre elles 

H — 1 relations arbitraires. 
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En (litTérentiant une première fois, il vient 
dy (lyi dy^ dy„ duf du^ du„ 

di= “‘T, ^ “•* ■' -*'“■1^ * 

et si l’on assujettit les fonctions u,, à satisfaire 

à l’équation 

diii d»t dui 



011 aura simplement 

dÿi dy„ 

dx ' dx \lx rfx ■ 

Différentiant une seconde fois, on aura 

(Py (Pui (Pt/f cPu„ 

dx* ^ T/x'ï' ^ ^ 

dUl dy, dut dy^ . du„ dy„ 

dx dx dx dx dx dx ’ 

expression qui se réduit à 

d'y (Py, d% Py„ 

(tor rfx* dx^ dx* 

si l’on fait 


du, dy, dUf dijt du^ dy„ 

dx dx dx dx dx dx 

On a ensuite 


d’y 


Ml 


en posant 

dU| d*y. 


dx dx* 


dx^ 


Ut 


d«j d*yt 

dx dx* 


tÿl 

dx* 


U 


n 


(Pyn 

dx’ 


du„ Py„ 
dx dx* 
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Cl en coiUiiuianl ainsi jusqu’à l’ordre n — 1 , on aura 


d'-'y 


' dx"“* 


U, 


dx"~‘ 
en faisant 

du,d"-*yi dw, d"“*y, 


dx"“‘ * " dx"*‘ 


dx dx" 


dx dx"“* 


dx dx"“* 


On voit que les n — 1 premières dérivées de y ont ainsi 

la même forme que si «i , Mj étaient des constantes. 

Une dernière différentiation donnera enfin 


dx" dx" 


d"y, 

dx" 


t- U 


d"y„ 


" dx" 

du„ d"-\i/ „ 

dx dx"-' ' dx dx"-' ' dx dx"-' ' 

et si l’on substitue les valeurs précédentes de 


dui d"-'y, du, d" ~ ' *y. 


dy d*y 
dx dx* 


d"(/ 

dx" 


dans l’équation (a) , on aura 

/d'-y, . d-’-'y, „d"-‘yi 

!d"y^ d"-'yt „ d’-*y, 

-y- - ^ -I- A -, . B — • 

\dx" dx"-' dx"-* 


•- U»/. 

+- Uy, 




d"y„ d"~'y„ d"-*ti 

dx" dx"-' dx"-* 


du, d"-'y, dut d" 'y, 


• Uÿ„ 


-V-*- 


d«„ d’’-^ 


.y™ 


X. 


dx dx"-' dx dx"-' dx dx"-' 

Mais puisque yi, ijt intégrales de l’équa- 
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tion {b) , les expressions qui multiplienl m, , sont 

milles et l’équation précédente se réduit à la dernière 
ligne; donc l’équation (a) sera satisfaite si l’on détermine 
les fonctions u,, «, au moyen des équations 


du, dui 

du,. 



• ' ~d^ y-' = 

du, dy, dtii dy^ 

1 dundy„ 

dx dx dx dx 

dx dx"~' 

du, d"~'y, dUid"~'yt 

du„ d"- 

dx dx"~' dx dx"~' 

dx dx' 


Ces équations donnent pour 
de la forme 


d», 

dx 


duii 

dx 


des valeurs 


du, 


dUt 


du„ 


— - = X., — =Xi — =X„, 

dx dx • dx 

Xi, Xj X; étant des fonctions de ac, et l’on en 

tirera 

M, == f, ■+-J''K,dx, Mj = Cj -H yXjdx = c„-^ J'X„dx. 

On a donc 

y=={Ci-^f X,dx)y,-^{c^-\-fXidx)tji X„dx)\j „ 

pour l’intégrale générale de l’équation (a). 

109. Revenons au cas où les coefficients A, B, C sont 
constants; on satisfera à l’équation (6) en prenant 

}h ® 1 ^ ’ Vn — ^ 

n„ a^, représentant, comme précédemment, les 

racines de l’équation 

f(a) — a" -e -i- Ba"'“ l’ = o, 
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Les équations (c) deviennent alors 
dx 

«,x '/«< 

dx 

. dut „_i „ , f/i/j 


3i>r, 


. , dtu 
e“** - - • • 

n X 

■ . 4 - e '• 

■ = 0, 

dx 

dx 


„ » du» 

• • -4- a„e“"* 

dw„ _ 

du 


dx 


a, 'e®'* - - -4- oï ■«“* 

«X f/x 




■ d«„ 
(/x 


On en tirera par la méthode du n“ i03 

„ , du, X. „ , di/j X 

, 

dx /'(a,) dx f’(a^) 

d’où, en intégrant, 

" rk/^ fk)/ 

Ainsi, l’intégrale générale de l’équation (a) sera 

c, -4- — — /Xe-"'^dx\ e“>"^ -4 (f. -4- /Xe-'’‘"dx) 

r(«.)y } \ r(«o7 I 


,a|X 


110. Lorsque X est une constante, on fait disparaître le 

second membre de l’équation (1) en posant y = z -i- - , 

et l’on a pour déterminer la variable z, l’équation 

d"z , d''~'z d^-'z dz 

— — -4- A : -4- B r * ' ■ -4- T -4- L = O 

dx" dx" dx"~* dx 

donc l’intégrale générale de l’équation (1) est, dans ce cas. 


V = — + f|e“'“ -4- CjC®** . 

./ JJ I 


111. Considérons en particulier l’équation du .second 
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d^u dy 


et désignons par a,, Ot les racines de l'équation 

a* -t- Aa -4- B = O. 


On satisfera à* l’équation privée de son second membre 
par les valeurs ÿ, = e****, y, = donc si l’on fait 

fliX OdX 

y = M,e‘ -+■ M,e * , 

« 

on aura pour déterminer u , , ut les équations 




-e"* = 0 , 

«X dx 

dui 


‘ OiZ Q- 

n, — — e ‘ -4- O, e * 
rfx f/x 


= X, 


d’où l’on tirera 


du, du, 

dx a, — «J 4/x 


Xe""xx 

« y 

a, — Oj 


et, par suite, 

r, -t- /Xe'“''’’dx f Xe'“*^dx 

Mj -- . — . y Wj = ■— * ■■ 

a, — Oi ai — Oj 

e,, Cj étant deux constantes arbitraires. On a donc 


_ (r, +/Xe-“>^dx) e“-'' — (c, -i- fXe^^dx) e“»'^ 
a, — «s 

• 

H 2. Si les racines de l’équation -t- Aa -h B = o 
étaient imaginaires et égales à «± Pl/ — l,on satisferait 
à l’équation proposée sans second membre en posant 


//, = e““’ cos iSx, yj — e*’' sin 5x, 

# 
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Soit donc 

y = eos px -4- M,e“^ siii /3x , 

on aura les équations 

e“ cos /3x -H «4« siii Sx = O , 

«X 

— - ' (36®'’' cos jSx — Se®® sin ^x) 

I -7-^ (ae“® sin px -+■ Se®® cos &x) ~ X, 

«X 

d’où l’on tirera 

Xe"^ sin px Xe"®® cos fl.x 

dx H ’ dx J 

et, par suite, 

c, — ^e”®® sin ûxdx c, -+- yfXe'®® cos Sxdx 

L’intégrale générale est donc dans ce cas 

(c, — /Xe'®® sin ^xdx) cos 3x + (c,-+- /Xe“®® cos ^xrfx) sin ^x 

1/ s= J — — -jii ■ 

? 

H3. Pour obtenir l’expression de y lorsque les racines 
a,, O, sont égales, il suffit de faire dans l’équation précé- 
dente j5 = O et œ = a,. En remplaçant la constante c, 

par Cl (3, et observant que lim-^^‘— = x, on aura 

? 

y — (c, — Sc"®'® xdx) e“'® -4- (cj -+-y" Se"®'® dx) xe®'®. 

Exemples : 

( t **1 

1" Soit l’équation “ — n% = cos x, on aura 

ff J = « , «i “ — ; 
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(c, -<-yè cos xdx) e"^ ■+■ (c, — xdx) e 




cos xdx 


cos xdx = 


e""'^ (sin X — n cos x) 
i - 4 - 

e’“' (sin X - 4 - n cos x) _ 
1 - 4 - n* ’ 


JJ = c,e"'^ - 4 - f,e'”^ • 


1 - 4 - M* 


d*u 

2“ Soit -ri + = cosx; les racines de l’équalio» 

ax* 

«2 _)_ = 0 sont ± nl^ — 1, donc a. — o, [3 = n et la 

formule du n“ H2j donnera 


jj = c, cos nx - 4 - Cj sin «x 


1 — M* 


Cette valeur de j/ devient illusoire lorsque n= 1; mais si 

1 

l’on change c, en c, + pourra écrire 


y = c, cos »tx - 4 - Cj sin nx - 4 - 


cos nx — cos X 
i — ’ 


et l’on en déduira sans peine, lorsque n = 1, 


y — c, cos X - 4 - c, sm x h — > 


3“ Soit enlin 


rf*(/ du 

Ou -IL 


rfx* dx 


'in -j- - 4 - «*(/ = X, 
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on aura 

,y = (r, -J'e-”^xhlx) e"" + (r, -4- fxe"^dx) xe"^\ 


ou 


,y=c”"(r. + 


Excrciees ; 


»/*y 

(Pi/ 

i/x» 


2m 


(Ix 

dx 


rî- 


(/»« 


II- H «^ 1 / = sin x: 

(/X ■' 


Abait*en$en$ cfo tl»ê é^ttaHonê 


H4. Si l’on ne connaissait que n — i intégrales parti- 
culières de l’équation linéaire de l’ordre n privée de son 
second membre, l’intégrale générale de l’équation complète 
dépendrait d’une équation linéaire du second ordre, ré- 
ductible au premier. 

Supposons pour fixer les idées que l’on ait l’équation 


d^ 

dx^ 


(Pi/ dii 

A -i-B -^-4- Cy = X, 
(/x* dx 


et que y, , y» soient des intégrales particulières de cette 
('‘quation sans second membre. Représentons encore l’in- 
tégrale générale demandée par 


y == «lyi -t- «s y.; 

cette expression n’avant à remplir que la condition de 
satisfaire à l’équation proposée, on peut assujettir les 
fonctions «, , à une seconde condition arbitraire. Or on a 


dx 


duf di/t du, 

"• i/^""‘7/x -7/x '^- 


du, 

dx 
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donc si l’on lait 


du't duf 


on aura simplement 

dy __ f/y, * f/f/j 

dx dx * * f/a: 

DilTérentiant deux fois de suite, il viendra 


f/a:’ did 


* f/a:’ f/x f/x’ 
(Pu, dy, (Pui dyt 

dx* dx f/x* dx* 


du, dy, dut dy, 

dx dx dx dx 

dwi d’y, du, (Py, 


dx dx* 


Substituant ces valeurs dans l’équation proposée et sup- 
primant les termes qui se détruisent, on aura 

2^-i ^ A — -f- fa — A— ] — -+- + X 

dx* dx] dx \ dx* dxJ dx dx dx* dx dx* 

de laquelle on peut éliminer au moyen de l’équa- 

. du. dUt , , 


t.on y. — 


= O, qui donne 


y, du, (Pu, 
y, dx dx* 


y, d*u, 
y, dx* 


y, du, 
dx dx 


En posant == u, on aura ainsi une équation linéaire du 

dx t 
dv 

premier ordre A, u == X, , dans laquelle A, et X, 
désignent des fonctions déterminées de x, et '(l’oit l’on 
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tirera, en l’inlc^grant, la valeur de v ou de On ailra 
ensuite 

U, r- r f, frdx, Wj = fj — f — vdx: 

'J )h 

donc • 

y yi’(ei fvdx) y, 

il O. Si l’on ne connaissait qu’une seule intégrale par- 
ticulière y, de l’équation proposée privée de son second 
membre, on représenterait l’intégrale générale par 


y = ".y.> 


et l’on aurait 


dy 

«1 

dy, 

du, 


dx 

dx 


(Py 



1- 2^ 

'hii 

dx* 

W| 

dx* 

dx 

dx 

(Py 



_ du. 



dx’ 

dx 

dx* 


dx^ dx^ dx dx* dx* dx dx’ 

Par ces substitutions, l’équation proposée deviendra, en 
supprimant les termes qui se détruisent , 


\ d*M, / (Pu. du, \ du. 


qu’on ramènera au second ordre en posant — v. 
Soit, par exemple, l’équation 
(Py dy 

‘ J,, ' " 


Digilized by Google 



CALCUL IMÉGKAL. 


■MO 

à laquelle on salisiait en posant y Pour obtenir 

l’intégrale générale nous ferons y = u et nous ' 

aurons, pour déterminer « , l’équation 

ijPu . du 

— - sin ux -y- 2m — cos nx — o, 
rfjc* dx 

d’où l’on tire 

M = r -+- c, col nx, 

donc 

c sin nx c, cos nx 


CHAPITRE XV. 

Équations simultanées du premieb ordre. — Intéoration d’un 

SVSTÈME d’équations LINÉAIRES A TROIS VARIABLES. CaS DE 

QUATRE variables. 


KqnaUottë «i«MMl{anée* du pretnM** 


116. Considérons les deux équations différentielles du 
premier ordre entre trois variables 

du dz 

L M — N = O, 
dx dx 

du dz 

H- N' = o, 

.dx dx ’ 
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]., M, N, L'. . . étant des fonctions déterminées de x, y, z. 

En les résolvant par rapport “ tirera des 

expressions de la forme 

^/f/ _ Q ^ _ R 

flfx P dx P ’ 

d’où l’on déduira, par des diiféren dations successives, les 
valeurs de 

(fi y (fi y (fiz (fi Z 

dx^ dx^ dx- dx° 


en fonction de x, y, z, et l’on aura, par la formule de 
Taylor, 



X — x„ ldz\ {x — X,,)* /(fiz \ 

r == -t .2 ■ ■ ■ ■ 

Les valeurs ÿ^, z^ qui correspondent à la valeur de 
la variable indépendante restent entièrement arbitraires; 
donc les deux équations précédentes, qui représentent les 
intégrales générales des équationsdilîérentiellesproposées, 
contiennent les deux constantes arbitraires y , z . Réci- 
proquement, deux équations entre les variables x, y, z 
qui satisfont aux équations différentielles données et qui 
contiennent deux constantes arbitraires qu’il soit possible 
de déterminer de manière que pour x=x^ .y elz prennent 
des valeurs arbitraires y^, z^, seront identiques avec les 
deux intégrales générales. 
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iHlénr-aKon df« dfeMj; éyu«f<sM* Uttéairv A it'oit c«ii*4«Mm. 


Wl. Deux équations différentiel les simultanées sont 
dites linéaires lorsqu’elles ne renferment les variables dé- 
pendantes et leurs dérivées qu’au premier degré. Leur 
forme générale est 

^ Ay -+- Bx = X 
dx 

^ -t- A'y + B'z ~ X' 
dx 

A , B, X, A'. . . désignant des fonctions de x. 

Ajoutons-les membre à membre, après avoir mültiplié 
la seconde par le facteur indéterminé 6, il viendra 

^ - 4 - 9 ~ - 4 - (A A'9)y - 4 - (B - 4 - B'6)s = X - 4 - X'6. 

Soit y + Qz — t, t étant une nouvelle variable, on aura 

dy dz dt de 

dx dx dx dx 



et l’équation précédente deviendra , en éliminant y et 


dy 

di' 


dt 

dx 



Z + (A -4- A'9) (t — ez) -4- (B -4- B'9)z=X -4- X'e. 

(IX f 


ou 

(2) -4-(A + A'9)t— j^^-4-(A-4-A'9)9 — B — B'oJz =X -4-X'«. 

On peut disposer de l’indéterminée 0 de manière que z 
disparaisse de cette équation, on aura ainsi les deux 
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équations 

do 

(3) - — I- ( A -H A'o) 9 — B — B'9 = O , 

(fX A 




H ( A -4- A'9) J = X -t- X'9 

dx 


dont la première ne contient que 0 et x; mais elle n’est 
pas linéaire par rapport à G et ne peut s’intégrer en 
général. 

Si l’on pouvait en déduire ^ulement deux intégrales 
particulières 6„ 6,, en les substituant successivement dans 
la seconde, qui est linéaire par rapport à t, on obtiendrait, 
en l’intégrant, deux valeurs correspondantes U conte- 
nant chacune une constante arbitraire. On aurait ainsi 
les deux équations 


qui donneraient 

— tj9| ^2 /, 

y = J Z = 

118. Supposons que les cocflicients A, B, A', B' soient 
constants; dans ce cas, on satisfera à l’équation (3) en sup- 
posant 0 constant et égal à l’une des deux racines de 
l’équation 

(5) (A-4-A'9)9— B — B'9 = 0. 

En posant, pour abréger, A-hA' 0 = — âetX-t-X'G=V, 
l’équation (4) deviendra 
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d’où 

r=e"(y’e-«Vdx-+-f). 

Désignons par 6,, 9t les deux valeurs de G, par a,, a, les 
valeurs correspondantes de a et par V, , Yj celles de V, 
on aura 

y 

t^ = -t- f,), 

I, = <•“*'( + fi); 

donc 

/’e-“'*V,dx -4* r.) - 6,eV( /'g-.^V.dx -4- c.) 

y= = 

(/, — 0, 

_ -f- c. ) — e°»^(y^e'“«^V^x -4- cj 

^ «1 — ®i 


119. Si les racines de l’équation (5) étaient imaginaires, 
les valeurs de 4/ et x se présenteraient aussi sous la forme 
imaginaire; mais il sera toujours possible de les ramener 
à une forme réelle par les transformations ordinaires. On 
arrive plus facilement au même Lut en observant que si 
l’on désigne par a zt fi (/ — { les racines de l’équation (5), 
l’équation (3) peut alors s’écrire 


de 

üx 


-4 A'[(o — «)* -4- s*] = O 


ou 


de 

Je — «)» -4- /3« 


-4- A'dx — O. 


En l’intégrant , il vient 


1 0 — a 

- arc lang == c — A'x, 
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c étant une constante arbitraire , et l’on a, par conséquent, 


e — a -t- P tang /3(c — A'x). 

En y faisant c = o et j3c = ^,on a les deux intégrales par- 
ticulières, 

0 = a — l3 tang pA'x , 9 = a <3 col M'x. 

Substituant ces valeurs successivement dans l'équation (4), 
on en déduira les deux valeurs correspondantes de t et, 
par conséquent, ÿ et x en fonction de x. 

120. Quand les racines de l’équation (5) sont égales, on 
n’a qu’une valeur de 0 que nous désignerons par 0, ; dans 
ce cas, l’équation (3) peut se mettre sous la forme • 

dfl d9 

h A' (6 — 9,)* = o ou — --c-A'dx — O, 


d’où l’on tire 


==Ax-4-C, 0 — 

0 — e, 


I 

A'x -t- c ’ 


c désignant une constante arbitraire. En prenant pour 0, 
la valeur particulière de 0, qui correspond à c = o, on 

4 

aura Oi = 0i + et en substituant successivement 0i 
A X 

etOj à la place de 0 dans l’équation (4), on en déduira les 
valeurs correspondantes de t au moyen desquelles on cal- 
culera y et Z. 




Exemples . 


121 . 1 ” 

dx 


dz 

dx 
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on aura , pour déterminer G et les équations 

dt X \ 

-39h-2 = o, — —(4 — d)t=:x, d’oùt — ce**~®** — 

’ dx ^ ’ ’ 4—9 (4—9)’ 


Les valeurs de 0 sont 9i = 2, G^ == 1, donc 


2; 1 X l 

t, = c, c’* , t| = Cj e’* 

2 4 3 il 


et, par suite, 
y = 2fj e“ — c, e*- 


X I 

3C’ 


Z — Cl e" — Cl e’ 


X O 

<> 5(> 


dy dz . 

2“ — ■ Il — 2z = cos X, — 4- V -+- Z — sin x. 

dx ’ dx 


Les équations qui donnent G et t seront 
do , dl 

-t- 9* — 294-2 = 0, — -I- (9 — 1)1 = cos X 0 sin x ; 


dx 


dx 


la première revient à 


do 


-h dx = 0 , et l’on en 


(9 — l)*-f- 1 

tire arc tang (0 — 1) = c — x, d’où G = 1 4 - tang (c — x).-En 
faisant successivement c = o, c =^, ona les intégrales 
particulières G, = 1 — tang x, G, = 1 cot x. A ces va- 
leurs correspondront des valeurs de t qu’on obtiendra au 
moyen des équations 

dti , sin ^x 

Il tang X — cos x -+- sin x , 

dx cos X 


dit 

— -t- /., cot X — cos X sin X. 
dx 
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On en lire, en intégrant, 

1 sin -t- c, 

t, — siii X cos a: -4 , 

4 cos X 


h 


1 

= sin X — - cos X 
2 


X - 4 - Ct 

2 sinx’ 


et l’on a, pour déterminer ÿ et z, les équations 

, . 1 sin*x-4-c, 

t/ - 4 - (1 — lang x)z = sin X cos x -4- , 

4 cos X 


/I . \ • * X-4-Ci 

V -4- (1 -4- col x)z = sinx — — cosx + — : — . 

2 2 sm X 

du dz 

"" ’ --Hy-^3z = e*x,. 

on aura 


da dl 

— -4- (9 — 1 )’ = O, — -4- ( 9 -4- -4- t). 

ds dv 

l,a première donne 0 = 1 h ^ — pt en y faisant c == 00 , 

X c ^ 

c = 0 , on a les intégrales particulières ô, == 1, Oj = 1 + - 
Substituant ces valeurs successivement dans la seconde 
équation, on aura 


- e® 

- — t- 2(, = e^{x - 4 - 1 ) , d’où t( = — (3x -4- 2) - 4 - c, e" 
dx 9 



On a donc les équations 


(!® 

ÿ -t- z = — (3x -4- 2) -4- c, 

6* / 4x 4\ 

X,J -4- (1 - 4 - x)z =- ( .r" - 4 - -| - 4 - c,e-“, 

d’où l’on tirera les valeurs de // et de z. 
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Vu* gHuIre tut'iabtn. 


122. Supposons maintenant que l’on ait à intégrer les 
trois équations 



rfi/ 

— -f- A»/ -t- Br -G Cm — X 
dx 

dz 

' ■ A y B Z C U — * X 
dx ■' 


A."w-hB"z + C"m=X" 
dx 


A, B, C, X , A' étant des fonctions de la variable indé- 

pendante X. 

Ajoutons-les membre à membre, après avoir multiplié la 
seconde par 0 et la troisième par ô', il viendra 

dy dz du 

+ 0'— -t- (A -4- A'o -4- A"o')y (B -4- B'o- 4- B' O )r 
dx dx dx 

-h (C - 4 - C'A - 4 - C''0')m = X - 4 - X'O - 4 - X''9'. 

Soit y H- Gr G'm = t, t désignant une nouvelle variable; 
on aura 


y = 


, dy dz , du 

Or — ■ 9 'm, — - -4- e 4- 0' = 

dx dx dx 


dt do do' 

2 U 

dx dx dx' 


et si l’on substitue ces valeurs dans l’équation précédente, 
il viendra 


dt 

dx 


[ do "1 

-- -4- (A -4- A'o -4- A"0')9 — (B -4- B'e -4- B"9’)J: 

rdo' T 

- - -t- (A -4- A'O -4- A"0')0' — (C C'O -4- C"0')J M= X -4- X'O -4- X"9'. 
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En disposant des indéterminées 0, 6' de manière que z et 
n disparaissent de cette équation, on a à intégrer les trois 
équations 


( 2 ) 


— -4- (A -4- A'fl -4- A"6') « — (B + B'e B"û') = o, 
dx 

dh’ 

4- (A -4- A'« -4- A"9') 9' — (C -4- C'O -t- C'V) = O, 


(3) 


dt 

dx 


-4- (A -4- A’e -4- A"e') t — (X -4- X'e -4- X"o' = o. 


Si l’on parvenait à déduire des deux premièrçs, qui ne 
sont pas intégrables en général, seulement trois systèmes 
de valeurs simultanées, 0i et G| 0, et 0i, 0, et 0i, l’équa- 
tion (3) donnerait les trois valeurs correspondantes de f, 
contenant chacune une constante arbitraire, et l’on aurait 
les trois équations 

; ?/ - 4 ^ 9,z -4- 9 ’,m = t, , 

(4) , !/ ~*~ ^4' 

I y “f* ÛjM = 

d’où l’on déduirait les valeurs générales de t/, z et u. 

125. Lorsque les coefficients A, B, C, A'.... sont con- 
stants, on satisfait aux équations (2) en supposant 0 et 0' 
constants et déterminés par les équations 

(A -4- A'9 ^ A"9') 9 = B -4- B'9 -I- B"9', 

(A -4- A'9 -4- A"9') 9’ = c -4- C'9 -4- C"9'. 

Posons A -f- A'0 + A"0' = ces équations deviendront 
(J _B')9 — B'V = B, 

(A — C")9'— C'9 =C; 

et si l’on en tire les valeurs de 0 et 0' pour les reporter 
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dans l’expression de X, on aura l’équalion du troisième 
degré en À, 

(5) (1 _ A) (A — B') (i — C") — C'B" (A — A) — CA" (l - B') 
— BA' (A — C") - BC'A" — CA'B" = o 

dont nous désignerons les racines par X,. 

Intégrant l’équation (3), qui prend la forme 

dt 

— H- = X H- X'8 -4- X"0', 
dx 

on aura 

t ou V -4- 0z -4- «'« = e-"* [ ye** (X X'O -4- X'V) dx -+- c]; 

à chacune des racines de l’équation (5) correspondront des 
valeurs de 0 et 0' que nous désignerons par 0,, 0,, 0^ 
et 0', 0;, 03 -, en les substituant successivement dans l’équa- 
tion précédente, on aura les équations 

y B, Z -4- e'.M = (X -4- X'0. -4- X"o',) dx -4- c,], 

y -4- 9jZ -4- ^ <^ 1 ]» 

y - 4 - fljz -I- e',u = e"^“* [yè’’"’' (X - 4 - X'9, - 4 - X"9i) dx - 4 - Cj] , 
qui serviront à déterminer les valeurs générales de y, z, u. 


ISqualiont Utêét$im «I’hn ofdt'e «Hf>ér<eHt*. 


124. Pour intégrer un système d’équations linéaires 
d’un ordre supérieur , on les ramène au premier ordre. 
Soient, par exemple, les équations du second ordre 


(fiii . du dz 

— — I- A — ^ — 4- B — -i- Cm -4- Ds = X, 
dx* dx dx 


d.r^ dx dx 


4- C'y -4- D'z = X'. 


« 
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En posant^- = ÿ’, ^ = z et considérant ij' etz' comme 

deux nouvelles variables , on aura à intégrer le système 
d’équations linéaires du premier ordre 


dx 


-+- Ay' -I Bz' Cy h- Dz =X, 


dz' 


dx 


- A' y' I B'z' -f C'y t- l)'z 


-V, 


rfy 

dx 

dz 

dx 


y = O, 


auxquelles on appliquera le procédé qu’on vient d’exposer. 


CHAPITRE XVI. 

Inti^gration par séries des équations différentielles. 


I2o. Lorsqu’une équation difiërentielle ne peut pas 
s’intégrer par les méthodes connues, ou cherche à en 
obtenir l’intégrale au moyen d’une série convergente. Ce 
développement peut s’effectuer, ainsi qu’on l’a vu n"93, 
au moyen des théorèmes de Taylor et de Madaurin; mais 
on arrive ordinairement plus promptement au même but 
au moyen de la méthode des coellicienls indéterminés. 
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Soit, par exemple, l’équation 


(/X* dx 


■+■ a^xif ~ (I. 


Posons y = Ax* -t- Bx^ Cx^...., les coefficients con- 
stants A, B, C et les exposants a, |3, y désignant 

des quantités indéterminées. 

DifTérentiant deux fois de suite, il vient 


^ = Aax“" ' B/j/ ‘ - 4 - Crx’'"* 

dx 

A«(« — l)x““* - 1 - — l)x'“’-t- Cr(y — t)x’^“’. . . . 


Substituant ces valeurs dans l’équation proposée, on 
pourra écrire le résultat de la manière suivante : • 

-4-Àa®x‘*'^*-i-Ba*x^'^’ j 


0 ) 


On rendra cette équation identique en posant 

a(a-4-i) = 0, P — t=a-»-l, y — 1 = p -4- 1 . . . . 


et 


B/3(p-4- 1)-«- Aa*= O, Cr(r-+- 0 = 


On tire de la première a=o et a = — 1 ; soit d’abord « = o, 
on aura (3 = 2, 7 = 4 


B = 


Aa* 


Ao* 


1 . 2.5 . 1 . 2 . 3 . 4.5 

et, par suite , 

/ «*x* a‘x* \ 

y = A - 4 - j_2.3.4.:i / 
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Celte expression, (pii revient à 


A sin (IX 



n’est qu’une intégrale particulière, puisqu’elle ne renferme 
que la seule constante arbitraire A. 

Soit maintenant a — l,on aura = 3 , 


puis 

d’où 

y 


B = — 


Au* 

ïTâ ’ 


C 


A«* 

C^ô.4 


A / a*x* a*x* 

X \ ~ T.2 T.üJâ 


A ( OS (IX 

X 


Oîi ne trouve encore qu’une intégrale particulière; mais 
l’équation proposée étant linéaire par rapport à ^ et ses 
dérivées, on obtiendra l’intégrale générale en prenant la 
somme des intégrales particulières qu’on vient de trouver, 
multipliées par deux constantes arbitraires, on trouve • 
ainsi 


r sin ax -r- c' cos ax 



On peut aussi rendre identique l’équation (1) en posant 

«(a-+-l) = o, f3(S-t-l) = 0, Y — l=a-4-t, J — 

Cy{y 1 ) -4- Au* — O, DeT(J -4- t) -4- Brt'* — O , 

auxquelles on satisfera en posant 


a = — I, P = O, y=t, c^ = 2.... 


C = 


Ao* D — — 
iTa’ ~~4.2.ô 
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donc 





«*x* (i*x‘ 

i |_ . 


, .. ] 

xl 

1.2 1. 2.3.4 

7 ' 1.2.3 

1. 2.3.4 / 

ou 





Au cos ( 

ox -4- B sin ax 



el l’on trouve ainsi l’intégrale générale sous forme linie. 
126. Considérons, en second lieu, l’équation 


y 

Soit, comme dans l’exemple précédent, 

y = Ax“ H- -f- Cx'^ , 

on aura 

I -t- Ax“'‘-t- Bx^'* 

équation qu’on rendra identique en posant 

(Z (a — t] = o, P — 2 = a — 1, y — 2 = ^ — 1. 
Bf.(fj— 1) -4- A-=o, Cy(y— 1) -4- B = o 


— O, 


La première donne» = o et « == 1 ; en prenant » = o, on 
a P = 1 , ce qui est impossible , puisque l’équation 

Bp(3 — 1) -4-A = o 

se réduirait à A = o. Soit donc a == 1, il viendra 

(3 = 2, y=3 

B = — — , C=— D = ; 

1.2 1.2‘.3 l.'-r.üKi 


Digitized by Google 



donc 


X' 


CHAPITKI-; XVII. 


4to 


■V = A (a 


a- a* I* 

Ti ï.ÿ'.5 1.2*.r)’.4 



qui n’esl qu’une intégrale particulière de l'équation pro- 
posée. 

Il est impossible de rendre l’équation (2) identique en 
attribuant à a une valeur différente de i ; donc l’intégrale 
générale n’est pas développable en série ordonnée suivant 
les puissances ascendantes de x. 


• CHAPITRE XVII. 

Des ÉOCATIONS AU.V Uim^llENTIELLES PAIITIELLES du PltEMlEK 
OHÜKE. — I.VTIÎGKATION DES ÉQUATIONS AU.\ UIFKÉHENTIELLES 

PAIITIELLES LES PLUS SIMPLES. INTÉGRATION DES ÉQUATIONS 

LINÉAIRES DU PREMIER ORDRE A DEUX VARIABLES INDÉPENDANTES. 

— Application a la théorie des surfaces courbes. — Inté- 
gration DE l’équation linéaire du second ORDRE A COEFFI- 
CIENTS CONSTANTS. 


o»*dÈ*^, 


127. Soit Z une fonction des variables indépendantes x, 
y, et désignons par p et q les dérivées partielles de z prises 
respectivement par rapport à x et à y, on aura 


dz dz 

dr ^ ’ dy 


dp dq 

q, — Pt rfx — pdz qdu. 

dy dx 
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Ün appelle équation aux diilérentielles partielles du 
premier ordre, une relation renfermant d’une manière 
quelconque les variables indépendantes ac, y, la fonction z 
et ses dérivées partielles du premier ordre. La forme gé- 
nérale de ces équations est 

( 1 ) y, -, p, fi) = O, 

f désignant une fonction quelconque. 

128. Pour faire concevoir la signilication d’une telle 
équation , nous considérerons z comme une fonction de x 
que nous développerons suivant les puissances de x — , 

x^ représentant une valeur particulière de x. 

L’équation (1) étant censée résolue par rapport à p, 
donne 

(2) p = o(x, y, z, 7 ); 


en düTérentiant cette expression successivement par rap- 
port aux variables x et y et remplaçant ^ par on aura 


(3) 

( 4 ) 


dp df df d<f dp' 

dx dx ^ dz^ ^ dq dy 

dp df df df dq 

dy dy ^ dz^ dy dy 


L’équation (A) donne pour ^ un résultat de la forme 


dp 




et si l’on substitue cette valeur et celle de p dans l’équa- 
tion (3), on aura la dérivée^ ou ^exprimée au moyen 
des mêmes quantités. Soit donc 


dp ( dq\ 
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et diiTérenlions de nouveau par rapport à x; en représen- 
tant par q' la dérivée ^ » on aura 

rfx* dx dz ^ dq dr dq' dx 

mais 

dq dp / dq\ dq' (Pz d^p 

— = — = f [x, y, Z, q,— \ cl ~ — — - 

dx dy \ ■ ^ dy j dx dy^dx dy^ 

dp rfy • dp dq dp (Pq 

dy dz ^ dq dy dq' dy^ , 

Substituant ces valeurs et celle de p dans le second mem- 
bre de l’équation précédente, on aura pour un résultat 
de la forme 


d^p d^z ! dq d^q 'i 

Tx^ rf^^*)- 

En continuant ces différentiations, on obtiendra les déri- 
vées partielles successives de z par rapport à x, exprimées 
en fonction de x, y, z, et des dérivées partielles de z par rap- 
port à y. On pourra donc développer z, par la formule de 
Taylor, suivant les puissances de x — x^, et l’on aura 


(5) z = r„ -I- (x — x„) î> (x„, y, z„ 


(x — x„)* dqo\ 

f/o) - ^ 2 ?■ rfjy ) 


Cette équation est l’intégrale générale de l’équation (1); 
elle contient la fonction z^ qui exprime ce que devient z 
lorsqu’on donne à x la valeur particulière x^. Mais l’équa- 
tion (1) laisse cette fonction entièrement arbitraire et elle 
sera satisfaite par l’équgtion (3), quelle que soit la fonction 
de y qu’on mettra à la place de z^ ; donc l’intégrale géné- 
rale d’une équation aux différentielles partielles du pre- 

27 


t- 
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inier ordre doit contenir une fonction arbitraire qui dé- 
signe ce que devient la fonction z lorsqu’on donne à l’une 
des deux variables une valeur particulière. 

129. On voit, par ce qui précède, que si l’on regarde 
X, y, Z comme les coordonnées rectangulaires d’un point, 
l’équation (1) représentera une infinité de surfaces jouissant 
toutes d’une propriété commune. La forme de chacune de 
ces surfaces sera déterminée lorsqu’on connaîtra son inter- 
section par un.plan parallèle à l’un des j)lans xz ou yz, et plus 
généralement lorsqu’elle passera par une courl)e donnée 

(•') • Fl (a;, .y, =).= «» F,(x, y, 2 ) = (>. 

En effet, l’on a, par l’équation (5), 

2 = F(x, y, 2 „), 

et si l’on tire des équations (6) les valeurs de x et de z en 
fonction de y pour les reporter dans cette dernière, on 
aura une relation de la forme 9 {y, qui déterminera la 
valeur de z^en fonction de y. 

130. Lorsque la série (5) peut être sommée, on obtient 

l’intégrale de l’équation proposée .sous forme finie. Soit , 

par exemple, l’équation 

dz dz 

(- a — = O, 

dx dy 

a et 6 étant deux constantes. On en tire successivement 
dz ^ dz 
dx dy 

dz 

d*z tfiz (ix ^ d*z 

dx* dydx dy* 

— 

— — ,,‘i ^ ^ ^ 

(ia-s dy^ dy^ 
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Pt ainsi de suite; donc, en supposant x„= o, on aura 
/ dZo\ a*x* (Pza d~'z„ 

z^- z„ + X \ h — a - - I — - — — ■ 


dzA 

__ /J 1 

a*x* <Pz„ 

à^x^ d~'z„ 

If t 

dyl 

1 

IK 

1.2.3 dy- 

ax dz„ 

a»x® (Pz‘ 

e^x^ d^z„ 

i dy 

1.2 dy^ 

t .2.3 dy- 


Or, si l’on désigne par <p(y) la fonction z^, on aura 


s (v — ax) — z„ — «X 1 — 

’ d;/ I.2 dy* 


et l’intégrale générale de l’équation proposée sera 
Z — bx; f {}! — ri.r). 


Mni^9*mHon dm» mq^HêUoM m%»æ HiffmtrmHtimitmë pa»*9im9im» 
im» f#fw« ëitfêpimê . 

151. On ramène aux équations diflerentielles ordinaires 
l’intégration des équations aux différentielles partielles qui 
ne contiennent qu’une seule des dérivées partielles de la 
fonction =. Soit, par exemple, l’équation 

dz 

Multiplions par d.r et intégrons en supposant y constant, 
il viendra 

Z = ff \x, y) dx -4- c; 

dans ce résultat, c n’indique pas une constante arbitraire, 
mais une fonction arbitraire de y; donc si l’on fait 

ff{x, y) dx.= f,{x, y) et r = y (y ) , 
l’intégrale générale sera 

' = /■.(*> .'/) -+- ? (.y)- 
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Si l’on désigne- par ■•P{y) ce que devient z pour œ = x^, 
on aura 

f{y) = f.{^“^y) f {y) ^ 

d’où 

’^iÿ) -•= iiy) — .y)’ 

el, par .suite, 

* = y) — y) ^(.y)- 

132. Soit une équation de la forme 

. s -/■(«> ï. 4 

Si l’on parvient à l’intégrer en supposant y constant, on 
aura l’intégrale générale en remplaçant la constante arbi- 
traire par une fonction arbitraire de y. Soit, par exemple, 

dz 

1- ?/z — x; 

dx 

on en lire, en intégrant, 

Z = e'”-' [fe'^'-lxdx -f- {/(y)] , 

ou 

Si l’on désigne par if(y) ce que devient z pour la valeur 
particulière de x, on aura 

x„ I 


d’où 


■Ky) = 'r(y)<--^“^ ■ y y, 

?(y) = [+(y) — 


et, par suite, 




-*)y ^ L 

y .y* 
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MflégraHon ife« éfrwaiNaNa Unéatt'eê <#m artlr» 

ék <f«ujr raê’iaàl»* iadéitendmnla*. 

133. Considérons maintenant l’équation générale du 
premier ordre à deux variables où les dérivées partielles 
ne passent pas le premier ordre. La forme de cette équa- 
tion est 

(1) Pp,-Qr/ = R, 

P, Q, R désignant des fonctions quelconques dex, y, z et 
P, q les dérivées partielles de z prises par rapport à a; et y. 
En regardant x, y, z comme des coordonnées rectilignes, 
son intégrale générale représentera une infinité de surfaces 
correspondantes à toutes les valeurs qu’on peut attribuer 
à la fonction arbitraire qu’elle contient , et il sera toujours 
possible de déterminer cette fonction de manière que la 
surface qui en résulte passe par une courbe quelconque 
donnée. 

Si l’on substitue dans l’équation (1) la valeur de p tirée 
de la relation dz — pdx -+- qdy, on aura l’équation 

Vdz — Rf/x = q{Pdy — Qdx) 

à laquelle on satisfera, quel que soit q, en posant 

(2) Pdz — Rrfx = O , Pdy — Qdx — = o , 
ou ce qui revient au même 

dx du dz 

( î) ■ T "q ’ 

On conclut de là que si l’on désigne par 
(4) N = !3 

les intégrales de ces deux équations simultanées, a et fi 
étant les deux constantes arbitraires, elles repré.scnteronl 
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une inlinilé de courbes dont chacune sera située sur l’une 
des surfaces auxquelles appartient l’équation (1). 

Considérons la surface engendrée par l’une de ces lignes 
rendue mobile et variable de forme, en faisant varier « et (î 
de manière qu’elle s’appuie constamment sur une courbe 
donnée 

(■>) {x, y, z)=^ O, F, (x, y, s) = o. 

Pour exprimer cette condition , il faut écrire que les quatre 
équations de ces courbes sont satisfaites par un même 
système de valeurs x, y, z, ce qui exige qu’en éliminant 
ces coordonnées entre les équations (4) et (o), l’équation 
linale qui sera de la forme fi) — o ou fi = f (a) soit 
vérifiée par les valeurs de « et de fi. Donc la ligne en ques- 
tion aura pour équation 

(6) M = n, N==»(a); 

et si l’on fait varier « par degrés insensibles, elle engen- 
drera, dans son mouvement, une surface dont on aura- 
l’équation en éliminant a entre les équations précédentes, 
ce qui donnera 

( 7 ) 


Pour nous assurer que cette équation est une solution de 
la question, nous la différentierons successivement par 
rapport à x et y pour en tirer les dérivées partielles p et q. 
On a ainsi 


f/iN 


(/N 


dz ^ dx 


, /f/M 
/(«M-j,,-. 


dx I 


dN dN 


= y'(M) 


!dU dM\ 
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d’où 


r = 



— 

dx 


(IN 

~dz 




rfM 

dz 


7 =^ 



dy 


dN 

dz 





Substituant ces valeurs dans l’équation (1), il vient 



Q 


dN 

dy 


R 






qui doit être vérifiée, quelles que soient les valeurs de 
X, y, Z. Mais en dilïérentiant les équations (4) par ra(>- 
|K)rt aux trois variables x, y, z, on trouve 


d.M 

dx 


dM 

dx ■( dy + 

dy 


dM 

d; 

dz 


= 0 , 


dN dN dN 

— dx -4 — T' dy H dz = o, 

dx dy ■ dz 


et cointne ces équations sont les intégrales du système (5), 
on a 


dx = — dz, dy = — dz , 
R ’ y R ’ 


en vertu desquelles les équations précédentes deviennent 


dM dM dM dN dN dN 

dx dy dz dx ^ dy dz 


Donc l’équation N — 9 (M) satisfait identiquement à 
l'équation (1], et comme elle contient une fonction arbi- 
traire «F qu’on peut déterminer de manière que la surface 
à laquelle elle se rapporte passe par une courbe quelconque 
donnée, on en conclut que l’équation (7) est l’intégrale 
générale de l’équation aux différentielles partielles pro- 
posée. • 
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Exemples ; 

134. 1" Soit l’équation 

ap + bq = \ , 

on aura les deu.\ équations simultanées 

dx dy dz 

a b i 

d’où l’on tire 

(1) X — az — 'x, y — bz— S; 

donc l’intégrale générale est 

y — bz — ÿ{x — az). 

Supposons que la surface qu’elle représente soit assujettie 
à passer par la courbe 


( 2 ) 


x^ y* 




on éliminera les coordonnées x, y, z entre les équations (1) 
et (2), et l’on aura la relation 

ofl S* 

h — = 1 

A2 

qui déterminera la forme particulière de la fonction f. 

On a donc pour l’intégrale demandée 

(x — az)* {y — 6z)* 

qui représente un cylindre. 

2" Soit, en second lieu , 

px - 4 - qy^z; 
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les équalioiis à intégrer seront 

(ix dy dz 

X IJ Z 

(l’où l’on tirera 



L’intégrale générale est donc 



lia 


Supposons que la surface soit circonscrite à la sphère 
X* y* -t- (s — c)* =. R* ; 

il faudra d’abord chercher la ligne de contact des deux 
surfaces. 

Pour tous les points de cette ligne, les plans tangents 
aux deux surfaces sont communs; donc les valeurs de p 
et de q, qui déterminent la direction du plan tangent, 
doivent avoir les mêmes valeurs dans la sphère et dans la 
surface cherchée. Or on tire de l’équation de la sphère 

X (2 — c)p =- O, y -*■ (2 — c)q — 0, 

d’où 



Ces valeurs doivent vérilier l’équation proposée 
px-t- qy = z; 

en les y substituant, on aura la relation 
X* -H ty^ .+■ 2* — cz — O 

qui , jointe à l’éqnation de la sphère, déterminera la courbe 
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de contact. Si l’on y remplace a: et y par leurs valeurs 
O.Z, (5z, on aura les équations 

(a* S* 1 )z* — 2cz -t- C* = R'*, (a^ (3* 1 )z — C — O, 

d’où l’on tire en élinûnant z , 

(«s -t- /3*)(c* — R*) — R* = o. 

En y remplaçant a et (3 par j et on aura l’équation 

■(x* + y*) (c* - R*) — R*z* = O, 

qui est celle d’un côné ayant son sommet à l’origine des 
coordonnées. 

3" Soit encore l’équation py — yx = o, on aura 

d.r du 

— = , dz — O , 

y X 

d’où 

xdx ydy ==o ou x* -t- y* = a , s = 3; 
l’intégrale générale est donc 

Supposons que la surface coupe le plan yz suivant l’ellipse 


y* Z» 


1; 


à cette équation il faudra joindre la condition x = u, et 
l’élimination des trois variables donnera la relation 

a 3* 

“5 7 V ~ 1 » 


donc l’équation de la surface sera 


X* -4- y» 
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qui est par cunsëquent un ellipsoïde de révolution autour 
de l’axe des z. 


Exercices : 

.s 

i ^ px — = ^ , en supposant y == ax pour r = o; 

2” py -h qx = Z, en supposant que la surface passe par 
la courbe y = ax, bz = x'^; 

3“ px-\- qy = o; la surface doit être circonscrite à l’el- 
lipsoïde 

(X-/0* y* ^ 

•i" px -t- 7 »/ = ~; la surface passe par la droite 
x=^ mz a, y — iiz ■+■ b. 


ÆpitHealion A ta théori» dr* «wf/iBce* tottrhet. 


I5o. Surfaces cylindres. Une surface cylindrique est 
engendrée par une droite qui se meut parallèlement à une 
direction donnée, en s’appuyant sur une courbe lixe, 
nommée directrice, que nous représenterons par les 
équations 

V{x,y, z) = o, V,(x,y,z) = o. 

Soient 

X = az a, y — bz 

les équations de la génératrice dans lesquelles a et i sont 
des constantes données qui déterminent la direction de 
cette droite, et a, [3 des paramètres qui varient d’une gé- 
nératrice à l’autre. 
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Pour que celle droile ait dans toutes ses positions un 
point de commun avec la directrice, il faut qu’en élimi- 
nant les coordonnées x, y, z entre les quatre équations 
précédentes, l’équation ünale qui aura la forme d»(«, [5) = o 
soit vérifiée par les valeurs attribuées à a et à |3. Donc pour 
obtenir le lieu décrit par la génératrice , il faut éliminer 
a et ^ entre les équations de cette droite et la relation 
<]) (a, [5) = O, ce qui donne 

(f) <^{x — az, y — hz) = o, 

équation qu’on peut présenter sous la forme 

(2) y — bz= f{x — az), 

(p désignant une fonction arbitraire. 

On a ainsi l’équation en quantités finies des surfaces-cy- 
lindres. 

136. Pour avoir l’équation aux différentielles partielles 
de ces surfaces, on différentiera l’équation (2) successive- 
ment par rapport à x et à y en regardant c comme une 
fonction de ces deux variables, et l’on aura 
— bp — (i — ap) <f'{x — az), 
t — bq = — aqf' (x — az). 

Si , entre ces équations on élimine la fonction <p', on aura 
l’équation aux différentielles partielles 

( 3 ) ap bq = i 

qui convient à toutes les surfaces cylindriques. 

On serait arrivé directement à la même équation en 
exprimant que le plan langent à la surface est toujours 
parallèle à la droite 

X==aZ, Y =6Z, 

car l’équation du plan tangent en un point x, y, z de la 
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surface esl 


Z — s- ;>(X — 3-) 7(Y — y), 
et la condition qui exprime que la droite ne rencontre pas 
ce plan est 

Up -H l)<l 1 O. 

Afnsi, pour reconnaître si une surface donnée f{T, y, z)=o 
est cylindrique, on tirera des équations 


1 

dx 


-t- 



dy 



O 


les valeurs de p et de q pour les reporter dans l’équa- 
tion (5), et il faudra que l’équation 


df df df 

(t ■ — -+- h 1 

dx dy dz 


soit satisfaite, quels que soient x, y, z. 

L’intégration de l’équation (5) dépend de celle des 
équations simultanées 

dx dy ^ 

a h ’ 


d’où l’on tire 


X — uz — x, y — bz S; 

l’intégrale générale est donc 

y - bz== -f{x — uz), 

(f désignant une fonction arbitraire qu’on déterminera dans 
chaque cas particulier comme dans le premier exemple 
du n“ 134. 

137. Surfaces coniques. Elles sont engendrées par une 
droite mobile qui passe par un point fixe et s’appuie sur 
une directrice donnée 


K(x, y, z) = o, F,(x, y, z) = o. 
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Soient a, i, c les coordonnées du point fixe donné et 

(1) X — a = a(z — c), IJ — b — 0[z — c) 

les équations de la génératrice : en éliminant x,y, z entre 
les quatre équations précédentes, on aura un résultat de 
la forme $ («, (3) == o ou P = 9 (a) qui exprimera que la gé- 
nératrice a dans toutes ses positions un point de commun 
avec la directrice. Substituant dans cette relation les va- 
leurs de <x et de P tirées des équations (1), on aura pour 
l’équation générale, en quantités finies, des surfaces co- 
niques. 



Lorsque le sommet du cône est à l’origine des coordonnées, 
cette équation se réduit à 



138. Pour obtenir l’équation aux différentielles partielles 
des surfaces coniques, il faut différentier l’équation (2) 
successivement par rapport à x et y; on trouve ainsi 


(y- 


/x— a\ 

Z — c — {x — a)p 


-Cf 

Is — c) 

(z - c)* 

Z — C — 


= '' f- 

— a\ — (x — u)q 

(z- 

-Cf 

Iz ■ 

— cJ {z — cf 

éliminant la fonction 


— 1 et réduisant, -on 

cl 


a 


( 4 ) (x-a)p-i-(y — 6)7 = s — c. 

On obtient la même équation en exprimant que le plan 
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tangent à la surface 

{X — x)p+ (Y— i/)y==Z - r 

passe toujours par le même point (a, 6, c). 

L’intégration de l’équation (4) dépend de celle des 
équations 

dx dy dz 

X — a y — ?» Z — c’ 

on en tire 



donc l'intégrale générale est 



159. Surfaces conoïdes. Une surface conoïde est en- 
gendrée par une droite mobile qui reste toujours parallèle 
à un plan fixe et qui s’appuie dans toutes ses positions sur 
une droite et sur une courbe données. Prenons le plan 
des X y parallèle au plan fixe nommé plan directeur et la 
droite donnée pour axe des z; les équations de la géné- 
ratrice seront de la forme 

et pour qu’elle s’appuie constamment sur la directrice 
curviligne 

2/> *) = o> Fi(x, 3/,z) = o» 

il faut qu’en éliminant x, y, z entre les équations précé- 
dentes, la relation finale («, (î) = o ou (3 — tp(«) soit vé- 
rifiée par les valeurs attribuées à « et (3. En y .substituant 
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à la place de ces quantités leurs valeurs - et z, on aura 
pour l’équation finie des conoïdes 



140. Différentiant cette équation successivement par 
rapport aux deux variables indépendantes, on aura 



d’où l’on tire, en éliminant la fonction <p' 

px qy = O, 

qui est l’équation aux différentielles partielles des surfaces 
conoïdes. 

L’intégration de cette équation n’offre aucune difficulté. 
141. Surfaces de révplution. Ces surfaces sont engen- 
drées par le mouvement d’une courbe tournant autour 
d’une droite ou axe fixe. Chaque point de la génératrice 
décrit dans ce mouvement une circonférence de cercle 
dont le centre est sur l’axe et dont le plan est perpendi- 
culaire à cet axe; on peut donc aussi considérer ces sur- 
faces comme le lieu de tous ces cercles. 

Plaçons l’origine de^ coordonnées en un point de l’axe 
et soient 

(t) x^az, y — b,z 

les équations de cette droite. L’un quelconque des cercles 
en question peut être représenté par les équations 

l a:*-+- - y®-»- z*= ’ 

( 2 ) - , 

( f/z -H ()y -I- Z = p, 
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qui appartiennent à une sphère et à un plan perpendicu- 
laire à l’axe. 

Soient 

(3) Y(x,y,z) = o, V,{x,y,z) = o 

les équations de la courbe qui sert de directrice à ce cercle 
mobile; l’élimination de x, y, z entre les équations précé- 
dentes donnera une relation de la forme 

(4) S = yW, 

et l’on obtiendra l’équation en quantités finies de la sur- 
face de révolution en éliminant « et (3 entre les équations 
(2) et (4). On a donc l’équation 

ux H- hy Z = f{x‘^ + y* + Z*), 

■qui .se réduit à 

2 = f) 

lorsque l’axe de révolution coïncide avec l’axe des z. 

142. Cherchons maintenant l’équation aux différentielles 
partielles de ces surfaces. En dilférentiant.successivement 
par rapport à x et y, on a 

a + p — 2/{x® -4- y* Z®) (x -I- pz), 
b -4- (/ = 2y'(x* -4- y* -4- z®) (y -4- yz), 

d’où l’on tire en éliminant la fonction 9 ' 

(•’) (.V — (“* — x)y = 6x — ay, 

OU simplement 

py — yx = O 

lorsque l’axe de révolution coïncide avec l’axe des z. 

28 
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Pour inlégrer l’équation (5) nous avons d’abord à Inté- 
grer les équations simultanées 

dx dy dz 

y — bz az — x bx — ay 

Multipliant respectivement par x, y, z les deux termes 
de ces trois fractions, puis ajoutant les numérateurs entre 
eux et les dénominateurs entre eux, on aura un résultat 

3C(Joc * - 1 zdz 

de la forme — — ; et comme cette expression 

doit être équivalente à chacune de ces fractions, on aura 
nécessairement xdx -+- ydy 4- zdz = o, d’où 

I* 4- ÿ* -H Z* = a. 

En multipliant respectivement par a, 6 et 1 les deux termes 
de chaque fraction , on trouvera de la môme manière 

adx -t- bdy -+- dz — o, d’où ax by ■+■ z — y, 
donc l’intégrale générale de l’équation (5) est 

ax -V- by z= f{x^ -i- y* 4- z*). 

de l’é^ua$ion dM feeowd et^t*e 

d caeffleienU cenalanta. 

143. Dans le second ordre nous nous bornerons à con- 
sidérer l’équation 

(I) Ar 4- Ü.S 4- C/ = O, 

dans laquelle 

dp tPz dp dq d^z ^ dq (Pz 

dx dx* dy dx dxdy dy dy* ’ 

A, B, C sont des coefficients constants. 
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DilTcrcntions la fonction z en regardant ÿ comme une 
fonction de x déterminée par l’équation y — ax ~ b, a 
et b désignant des quantités constantes; en représentant 

\ 

la dérivée totale ainsi obtenue par ~ dj, on aura 


ou 


I ^ ilz (Iz (iy 

<lx d.r dy dx 



— P -h afj. 


Différentions une seconde fois en posant y — a'x — b', 

a' et b' désignant deux constantes différentes de a et de b, 

1 i 

et représentons par^d. ^ dz le résultat obtenu, nous 
. aurons 

I 1 dp dp du dq dq du 

— d. — dz — — — — - - a 1 - n - — p » 

dx dx dx dy dx dx dy dx 

ou, à cause de -J^-= u', 
dx 

-- d. ~ dz = r -4- (a o- a')s na’t. 
dx dx 


Supposons que les constantes a, a soient les racines de 
l’équation du second degré 

(2) Aa* — n« C = O, 


on aura 


o -f- a' 


n 

5 

A 



et l’équation précédente deviendra 


1,1 Ar + Ba -4- et 

— d. — dz = — — 

dx dx A 
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donc l’équalion (1) revient à 

— d.~ dz — O ou d.—dz= O. 
dx dx dx 

Mais la seconde différentiation a été effectuée en suppo- 
sant y — a'x égal à une constante b', on a donc 

_ dz = f(y — a'x), 

<p' désignant une fonction arbitraire. 

On a différentié z la première fois en supposant 

y — ox = b; 

on doit donc, pour repasser à la fonction primitive , inté- 
grer l’équation précédente en remplaçant y par ax -h bet 
ajouter une fonction arbitraire de 6 ou de t/ — ax; on 
trouve ainsi 

Z = J'tf' [(a — a') X + b] dx ■*- {y — ax), 
sp désignant la nouvelle fonction arbitraire. Posons 


(a — a')x -i- b — U, 

on aura dx = - , et le premier terme du second 

I 

membre deviendra ~ J'(p\u)du que nous désignerons 
par (p(«) ou ip[(a — a') x -t- 6] = <f{y — o'x); donc l’inté- 
grale cherchée est 

(3) z = f{y — a'x) (y — ax). 
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qui détermine le mouvement d’une corde vibrante fixée 
par ses deux extrémités. 

Les racines de l’équation (2) sont, dans ce cas, ± a, 
donc l’intégrale générale est 

(4) Z = y (ÿ — ax) v|/ (2/ -I- aa:). 

On peut déterminer les fonctions arbitraires j> et v// par 
diverses conditions. Supposons que l’on donne les valeurs 
dz 

de Z et de ^ pour x = o; en les représentant par f{y) et 

f,{y) on aura, en faisant x = o dans l’équation (4) et dans 
sa dérivée par rapport à x, 

? Ly) = 

?'(*/) — 

a 

Multipliant la seconde par di/et intégrant, on en déduit, 
en posant — dy = F {y ) , 

f{y) — 'p{y) = F(y) + c, 

C désignant une constante arbitraire. 

On a donc 

•+(y) = ^[Ay)-f'(y)-c] 

et , par suite , 

t 

2 = - [f{y— «X) H- / ( y + ox) -+- F(y — ox) — F (y+«x)] ; 
la valeur de z est ainsi complètement déterminée. 
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tHAPITHK XVlll. 

CALCUL DES VARIATIONS. 

HuT du calcul des VAllUTlONS. — ÜES VARIATIONS. — CaS OÙ 
LES LIMITES SONT FIXES. VARIATION d’üNE INIÉGRALE DÉ- 

FINIE. — Cas où les limites sont variables. — Conditions 

DU MAXIMUM ET DU MINIMUM. — APPLICATIONS. — BrACHISTO- 

CHRONE. — Maximum et minimu.m relatif. 


0Mtf ifM rcifcMf Hew 


145. Dans les questions ordinaires sur les maximums 
et minimums, on donne la forme d’une fonction d’une ou 
de plusieurs variables indépendantes et l’on détermine les 
valeurs de ces variables de manière que la fonction de- 
vienne la plus grande ou la plus petite possible. Dans les 
questions qui dépendent du calcul des variations on donne 
une intégrale définie de la forme 

J" f l^> y> y 7 y” — 

-l-O 

f désignant une fonction quelconque de x, de la variable y 
et de scs dérivées successives y', y” et il faut déter- 

miner la fonction y de manière que l’intégrale définie pro- 
posée devienne un maximum ou un minimum. L’exemple 
suivant donnera une idée de la nature des questions dont 
il s’agit, et de la manière de les résoudre. 
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A, 

À 


M 

-r. 


\ 


i** 146. Par deux points A 

i “ et B mener une courbe plane 

j telle que la surface engen- 

\ I drée par l’arc AMB, en tour- 

■ > liant autour d’une droite CD, 

I située dans son plan, soit un 

» niinimuin. 

Prenons la droite CD pour axe des x et une perpendi- 
culaire à cette droite pour axe des y. Soient x^, les 
abscisses des points extrêmes A et B; la surface engendrée 
aura pour expression 

s = 2./ 


et il s’agit de déterminer y en fonction de x de manière 
que cette intégrale devienne un minimum. La marche à 
suivre ne diffère pas sensiblement de celle qui conduit à 
la solution des questions ordinaires sur les maximums et 
minimums. Si l’on désigne par y l’ordonnée du point M 
de la courbe cherchée, l’ordonnée Y, correspondante à la 
môme abscisse, du point M' d’une courbe quelconque, 
aussi voisine de la première qu’on voudra, pourra être 
représentée par Y = y -t- aif , i désignant une fonction 
arbitraire de x qui ne devient pas inûnie entre les li- 
mites x^ et , et « un nombre constant aussi petit qu’on 
voudra. Si l’on représente, comme à l’ordinaire, par Y' la 
dérivée de Y, la surface engendrée par la courbe A'M'B' 
aura pour expression 

y^Y l/f -4- 
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Or, si l’on substitue dans l’expression Y |/1 -t- Y'*, y -h ou, 
à la place de Y’, et y' ■+■ a.y! à la place Y' et qu’on déve- 
loppe le résultat, par la formule de Taylor, suivant les 
puissances de a, il viendra 

Y t/l -t- Y'^ = ÿKt R, 

R désignant la somme des termes d’un ordre supérieur au 
premier par rapport à «; on aura donc 


yt/l Y'*dx — y yV/l -+-y'*dx = a ^ \ y' 


3-0 


yy 


V\- 


ii:zr if' 1 dx + J^'Rdx. 

..fi J 


Pour que l’intégrale J' y V \ y‘^ dx soit un minimum, 

X* 

il faut que le second membre de cette équation soit con- 
stamment positif, quel que soit le signe qu’on attribue à a.. 
Mais pour de très-petites valeurs de «, le signe du second 
membre dépend de celui du premier lerme, lorsqu’il n’est 
pas nul ; donc pour que ce signe ne change pas avec celui 
de a, on doit avoir 


(*) / iv 1 - 4 - U'*)J H m') dx — O . 

qui est la condition du minimum, 

\A1. Considérons à part le terme 



f 'dx i 
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en lui appliquant le procédé de rintégration par parties, 
on obtient pour l’intégrale indéfinie. 


r 

'J V \ 


ii'dx-- 


.v.y 






yy 




donc si l’on représente par y, , i/„, y\, i/À, >(i , % ce que de- 
viennent respectivement les quantités?/, y' i? , lorsqu’on y 
fait X égal à et à , on aura 


•/ 1^1+ ï’ 


ttdx 


'/•y. 


: >?l 


l/l -+- »/? i/ 1 -4- »/'* 


- - w 1^1-+- y'.' ^ l/i + y- 

Au moyen de cette transformation l’équation (1) de- 
vient 


( 2 ) 


y«y< y".'/» . /**'[ . r; , 

/ f Kl-?-y dx— 

l/i+y;» l/i+y;* J V 


d. 


yy 


l/lTy’J 




Les deux premiers termes ne dépendent que des valeurs 
de la fonction i> aux deux limites de l’intégrale, tandis que 
le terme non intégré dépend des valeurs que prend cette 
fonction entre les limites ; et comme on peut faire varier 
à volonté >t sans changer les valeurs extrêmes i?,, % , on en 
.conclut que l’équation (2) entraîne nécessairement les 
deux suivantes : 



y-yi 

y-yo 

V'/ 

1/ 1 -4- y ',’ 

V 1 -+- y'o 

w 

l/l -+- y ’ dx ■ 

, yy' 


La seconde est une équation différentielle du second 
ordre en a; et y dont l’intégrale donnera y en fonction de x 
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Cl (le deux coiislantes arbitraires. Lu elfectuanl la diffé- 
rentiation inditjuée et remplaçant dx par on en déduit 


rfy 

.y 1^1 -t- y* 


dont l’intégrale est 

hj — IV'\ ■+■ y'* — le ou 



En la résolvant par rapport à dx, on trouve 




d’où l’on lire, en intégrant! 

y y 


X — c = cl 


i _ ,* 


ou 




■ ce 


X — e' X — c 


(») 


2 


équation qui représente une chaînette qui ne coupe pas 

X — c' X — c' 

l’axe des x, puisque la fonction e ' -4-e “ est tou- 

jours positive et plus grande que 2. 

148. Mais il faut encore satisfaire à l’équation (5). Si 
les points A et B sont fixes, les ordonnées extrêmes y, , 
seront invariables; donc fi == o, % o, et l’équation (5) 
sera satisfaite identiquement. Dans ce cas, on déterminera 
les constantes c, c' par les deux conditions que la cbaînelte 
l)as.se par les points donnés. 
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Supposons que le point A seul soit lixe; on aura = o, 


et l’équation (3) se réduira à 


Vi »/■ 


IJ, — O à laquelle on 


salislait, quel que soit i , , en posant y,' = o. Cette équation 
exprime que la tanf'eutc à la chaînette au point B' où elle 
coupe l’ordonnée BD est parallèle à l’axe des jc ; ce point 
est donc le point le plus bas de la courbe. 

On tire de l’équation (3), 

: Z — r* X — c' \ 

iitj 1 / ' ““ 

- - = — I e — e ; 

dx 2 ^ / 

donc la condition yé o revient à 

I, — c' X| — c* 

<■'=<’ ou X, = c’ ; 

on déterminera la constante c au moyen de l’équation 




I 


(pii exprime que la courbe passe par le point donné .\. 


0«« rnrlaHaH». — Ctu mü llmtlet ton! fixe*. 


149. Considérons maintenant l’intégrale 







et supposons que V contienne la variable indépendante x, 
une fonction y de cette variable et les dérivées des deux 
premiers ordres y, y" de cette fonction. Il faut déterminer 
y en fonction de x de manii'ie que l’intégrale proposée 
soit un maximum ou un minimum. Nous supposerons 
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d’abord , comme dans la question que nous venons de ré- 
soudre, que les limites x, aient une valeur constante, 
c’est-à-dire que les points extrêmes A et B de l’arc de 
courbe, à laquelle se rapporte l’ordonnée?/, soient assujettis 
à se trouver constamment sur des perpendiculaires menées 
à l’axe des x aux distances x^, xj de l’origine. Dans ce cas, 
on passe de la courbe AB à une autre courbe inCniment 
voisine A'B' en changeant y en ÿ -t- ai> sans faire varier x. 
La différence inflniment petite cot entre les deux ordonnées 
est ce qu’on appelle la variation de y et qu’on désigne par 
$y; on a donc Sy — coi. Si l’on fait Y== y -t- «v, on aura, 
en différentiant. 


<r^ 

dx 


ou 


Y'=y' + a^', 


d^Y 

dx'* 


ou 


Y" = y' 


COI 


donc les variations des dérivées y', y" sont dy' = ai»', 
§ÿ' — coi" ...\ mais «v, aij".,. sont les dérivées de dy; on 
a donc 


(I) 


<^y' = 


dx 




dx* 


d’où l’on conclut que les variations des dérivées de y sont 
égales aux dérivées de la variation de y. 

150. Désignons par (V) ce que devient la fonction V 
lorsqu’on y change y, y', y"... respectivement en 


y ail, y' -t- aij', y" ■+■ aif".... 

et développons le résultat par la formule de Taylor, sui- 
vant les puissances de a , on aura 


ld\ dV d\ . \ 

(2) 

R désignant la somme des termes qui contiennent a à une 
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puissance supérieure à la première. La partie du second 
membre qui ne dépend que de la première puissance de a- 
est la variation de la fonction V; on a donc 


(3) 

ou 

w 


(IV dV , dV 

(fV = — ojf -t- — a>> -t- — a.) ‘ 
dy dy' dy 


dV dV dV 

dy ■> dy dy" 


Ainsi la variation d’une fonction s’obtient en düTérentiant 
cette fonction suivant la caractéristique S. 

A cause des équations (1), on peut encore écrire 


/vx .r , dV d.iy dV d^sy 

dy dy' dx dy" d** 

151. En attribuant à y, y', y" les variations Sy',Sy", 
l’intégrale définie y \dx devient y (V)dxou, en mettant 

Xo Xo 

au lieu de (V) sa valeur précédente, 



Le second terme qui ne dépend que de la première puis- 
sance de a est la variation de l’intégrale définie proposée; 
on a donc 



d’où il suit qu’on peut changer l’ordre des signes <î et J'. 
152. On tire de l’équation (6) 
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Dans le cas du maximum ou du minimum, le premier 
membre doit conserver son signe lorsqu’on change celui 
de a; mais pour des valeurs inliniment petites de a le signe 
du second membre est le même que celui de la variation 

•T© 

et comme cette expression change de signe avec a, lors- 
(ju’elle n’est pas nulle, on en conclut que la condition du 
maximum ou du minimum est 

(8) i. J Ndx—u. 

Ainsi , la variation de l’intégrale proposée doit être nulle. 


VmrtaUott «i'Mne tléflnic. 


155. Substituons dans l’expression 




JVrfx 


à la place de sa valenr donnée par l’équation (3), il 
viendra 



La quantité sous le signe J contient la fonction arbitraire 
If et ses dérivées >?', ij"; mais on peut la transformer de ma- 
nière que la fonction >> reste seule sous le signe d’iuté- 
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grafion. lin effet , l’intégration par parties donne 



donc si l’on désigne valeurs de 

et de correspondantes à x = et æ = Xj, on aura 


(/V 

«'y' 



On a de même 



et en intégrant une seconde fois le dernier terme, il vient 



Substituant ces expressions dans l’équation (9) on aura 
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pour la variation de l’intégrale définie proposée 



Ta 


Cttt o«i le* limite* *ohI variable*. 



¥ 


Fig. 5*. 

lo4. Supposons mainte- 
nant que les limites , x, de 
l’intégrale soient variables 
et que les points extrêmes A 
et B de la courbe que l’on 
considère soient assujettis à 
se trouver sur deux courbes 
données CD, EF. Dans ce 
cas , on passera de la manière la plus générale de la courbe 
AB à la courbe voisine A'B', en supposant que le point M 
devienne dans la courbe variée le point N'. Pour cela on 
donne d’abord à y l’accroissement «i> = MN et l’on a ainsi 
NP=y On attribue ensuite à æ la variation «I— PP', 
H désignant une fonction quelconque de x, et l’on ob- 
tient l’ordonnée correspondante N'P' en remplaçant x 
par X + «è dans y -t- wi. Par cette substitution y etv de- 
viennent 


y y' 


TTâ 


' P a " ^ 

-t- >) «ç V - — r 


TTi 


donc 


NT' = y -J- y'aÇ 
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Les lermcs du second membre qui dépendent de la pre- 
mière puissance de a forment ce qu’on appelle dans ce 
cas la variation de y et qu’on désigne par ^y; on a donc 
^y = a>t-\- ly'aÇ ou uy = a>f -(- y’$x. En faisant Ics mêmes 
substilutions dans y, y " on aura de la même manière 

Jy' = aif' -f- y" Sx, Sji" — a,," -j- y"Sx... 

lîJJ). Si l’on désigne par Y l’ordonnée NT' dans la courbe 
variée, on aura Y ==y + o/y, d’où l’on tire, en dilféren- 
tiant, c/Y =dy -t- Sy; il suit de là que la variation de dy 
est égale à doy . on a donc àdy = d^y. Ainsi l’on peut 
, changer, comme dans le premier cas, l’ordre des signes 
5 et d. 

156. Attribuons maintenant aux variables x, y, y', y” 
les variations $x, ày, Sy' oy", la fonction V deviendra 

rfV , dV d\ , f/V ^ , 

V - J ly + ® y' -y- - „ «y •+- R, 

ax dy ' dy dy 

OU 

V 4- J V R , 

R désignant la somme des termes d’un ordre supérieur au 
premier par rapport à a. D’un autre côté, dx deviendra 
dx -+- af'dx ou dx ■+ dSx, et au lieu du produit \dx nous 
aurons (V-i-<îV-i-R) (dx-hdSx). Les termes de cette expres- 
sion, du premier ordre par rapport à a, sont S\dx-i-\dSx 
et forment la variation de \dx; donc 

s (\dx) — S \dx \'dSx, 

résultat qu’on obtiendrait en différentiant par rapport à 
la caractéristique S le produit \dx. On a donc pour la va- 

2!t 
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riation de l’intégrale définie proposée, 

/ ,I| ^X| 

Vdx = J (JYdx - 4 - \d(fx). 

lo *o 

Mais l’intégration par parties donne 

/ •ac| 

Vf/=fx= V, Jx, —Xjxo —J dX3x, 

Xo Xo 

donc l’expression précédente revient à 

Sdx = V.Jic, — V. Jx. -H / (J Vdx — dVJx). 

I. 

Or on a 


Xo 


,,, rfV d\ d\ , «/V ,, 

J V — . — — ÿX “4“ “ — J M -4- "~ï — J y -4" “Z J y , 

" dy ^ dy' ^ dy" 


dx 

ftV == — - dx H dy -4- —— dy dy 

dx dy ^ dy dy 


/dV dV , dV „ dV , \ 

— 1 — • — ; — V -I V — V ) 

\ dx dy' dy^ dy' / 

Substituant ces expressions dans l’équation précédente, 
. elle deviendra 

/ *i 

"Jx)j dx 


ou, ce qui revient au même, 


. /^r', .r ^ .r C ' , dV \ . 

S.jXdx — Xi^Xi — V.JX.-4- ^ ^ dÿ°"*^ ^ dy" 
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On peut remarquer que l’intégrale du second membre 
est égale à la variation de l’intégrale proposée dans le cas 
où (Î3-= o; donc il suffit d’ajouter au second, membre de 
la formule («) les termes V,ox„ — V„<îxopour obtenir l’ex- 


pression de \dx dans le cas général. On a donc 

Xo 



formule que nous écrirons, pour abréger, de la manière 
suivante ; 


/ Xj 

Xdx —\ 4- «H, — «tl„ 4-./ '/ifKrfx. 


157. Il peut arriver que la fonction V contienne une ou 
plusieurs des quantités x,, y,, .. qui se rapportent 

aux deux limites de l’intégrale. Dans ce cas, il faut ajouter 
au second membre de la formule (c) les termes qui pro- 
viennent de la variation de ces quantités. Supposons, par 
exemple, que V contienne l’expression de la variation 
de l’intégrale proposée devra être augmentée du terme 



qui est égal à 



puisque Sx^ ne contient pas x. 


Digitized by Google 



CALCUL INTliGUAL. 


m 

io8. Supposons enfin qu’il s’agisse d’une courbe à 
double courbure et que V soit une fonction de la variable 
indépendante x, de deux fonctions y et z de cette variable 
et de leurs dérivées y’, y", z' z". Dans ce cas, on fera 
(îz = aÇ -h z'àx, aÇ désignant l’accroissement arbitraire 
attribué à z, et il suffira d’ajouter au second membre de la 
formule (c) les termes provenant de la variation de z et de 
ses dérivées. On aura ainsi 

X) 

((/) S.^ \ dx = ViJj:, — VoJaTo -i* j;II| — 'Al^ -+- j:H', — 

Xu 

+ çK')dx. 

Xo 

formule dans laquelle H',, Ho, et K' désignent ce que de- 
viennent respectivement H, , H^ et K lorsqu’on y remplace 
les lettres y et >> par les lettres z et C 

CottMUoHê <fw fnajcisni4*n «f an minimum. 

d59. Nous avons vu que la condition du maximum ou 

/ »i 

\dx est exprimée par 

/ Xl xo 

\dx — o; donc si V ne contient que la 

Xo 

fonction y et ses dérivées, on aura la condition nécessaire 
en égalant à zéro le second membre de la formule (c). Mais 
la quantité sous le signe y" contient la fonction arbitraire v , 
tandis que les termes en dehors de ce signe ne dépendent 
que des valeurs de >> et de sa dérivée , relatives aux deux 
limites de l’intégrale. Or on peut faire varier d’une manière 
quelconque la fonction >j entre ces limites, après avoir fixé 
arbitrairement tes valeurs extrêmes de cette fonction et de 
sa dérivée; d’où il suit qu’il faut égaler séparément à zéro 
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lu ({uanlilé sons le signe d’iiUégralion aitisi (|ue la soniine 
des termes en dehors de ce signe. 

On aura donc les équations 

(c) V,<ra;, — -h «H, — aH„ = o, 

(/•) K==o. 

L’équation dilférentielle {f) qui est généralement du 
4™« ordre, lorsque V contient la dérivée y", donnera, en 
l’intégrant, y en fonction de x et de quatre constantes ar- 
bitraires. 

L’équation (c/) servira à déterminer les constantes arbi- 
traires, àinsi qu’on le verra par les e.\cmples suivants. 

160. Lorsque V contient les fonctions y et z de la va- 
riable indépendante x, on aura la condition du maximum 
ou minimum en égalant à zéro le second membre de 
l’équation (d). L’équation ainsi obtenue équivaut aux deux 
suivantes : 

{y) Vi^Xi — yjXo -+- «H| — aH„ ail', — «H' == 0. 

(A) K'ç = O. 


Si les fonctions v et Ç sont indépendantes, l’équation (A) 
ne peut être satisfaite qu’en posant 


(0 K = O, K' = O. 

Mais s’il existe entre les variables x, y, z une relation de 
la forme 


F(z, y, z)=o, 


les variations ^x, oy, ^z seront assujetties à satisfaire à 
l’équation 


(Ix 


dl' , dV ^ 

Ja: « )/ H = I) , 

dy ' 


dz 
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qu’on obtient en différentiant l’équation F(x, y, z) = o, 
par rapport à la caractéristique d. 

En y remplaçant (îy et par les expressions 

ai/ -+- y'<fx, ai; -4- z'ix 

on aura entre les fonctions v et Ç la relation 


ld¥ 
l dx 


dV </F , dF \ dF rfF 

y -4- — Z J JX — aif — aï=o, 


dy 

qui se réduit à 
à cause de l’équation 


dz 


dy 


dz 


c/F e/F 

— ^-4-— Ç = 0, 

dy dz 


On a donc 


c/F c/F 
dx ^ dy ^ 


f/F 

dz 


■ O. 


c^ 

dz 

et en substituant cette valeur dans l’équation (A), elle 
devient 


[k) 


c/F c/F 


Dans ce cas, celte dernière équation, jointe à l’équation 
F(x, y, z)— O servira à déterminer y et z en fonction de x. 


Exemples : 

Ibl. Déterminer la ligne la plus courte qu’on puisse 
mener entre deux points sur un plan. 

Fîapporlons celte ligne à deux axes rectangulaires quel- 
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conques et désignons par et x,, y, les coordonnées 
des points extrêmes A et B; la longueur de cette ligne 


aura pour expression l’intégrale définie / l/l -i-ÿ'^dx qu’il 


ie/A 


*0 

faut rendre un minimum. 

Dans cet exemple, on aV=l/l-i-j/'* et, par suite, 


(/V dV _ y' dV _ 

'/y ~ ’ dÿ'~ i/TTT* ’ ~ 

d y' 

donc l’équation if) se réduit à — =- = o, d’où l’on 

^ dxVi^y’i 

tire successivement --i- = constante , y' ou ^== c, 
K i H- ÿ'i dx 

puis y — ex c' , équation d’une droite. Si les points 
extrêmes A et B sont donnés, les variations des coor- 
données de ces points seront nulles et l’équation (e) sera 
satisfaite identiquement. Dans ce cas, on déterminera les 
deux constantes par les deux conditions qui expriment que 
la droite passe par les points donnés. 

Supposons maintenant que le point A soit fixe et que 
le point B soit assujetti à se trouver sur une courbe 
donnée y = ?(x); les variations des coordonnées du point 
A seront nulles et l’équation (e) se réduira à 


rfV, dV, 

V,Jx, — aif, = 0 OU V,Jx, -t- (JVi — (/i^X,) = 0. 
dy dy 


Mais le point (x,, y,) devant se trouver sur la courbe donnée 
on aura y,= ^(x,); si l’on y change x, en x, -+■ ^x, , l’ac- 

croissement de yi sera ^'(acijfîx, h- /'(x,) ^ ...., donc la 

variation $yi , qui est égale au terme du premier ordre par 
rapport à a ou dx de ce développement, sera dy,= /(X|)^xi. 
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Substituant cette valeur dans l’équation précédente et 
supprimant le facteur Sx, , elle deviendra 

1/ J + ,j* ^ [?'(*• ) — .'/i ] = O, 

l/l -H y* 

et en réduisant 

y,f'(x,) -1-1=0 ou Cf'{x,) -*-1=0. 

On conclut de là que la droite cherchée est normale à la 
courbe donnée. Son équation est par conséquent 

y — y^== — -^{x — Xo), 

et l’on déterminera x, et y, au moyen des équations 

Vi — .'/» = — ~ = / (^')- 

y (-ri) 

Supposons enlin que les points extrêmes de la droite soient 
assujettis à se trouver sur les courbes ?/ — y — {p{x); 
on aura, comme dans le cas précédent, 

= '4''(x:o)Sxo , 

et l’équation (e) donnera en supprimant le facteur 

V/l+c*, 

[cf'(x,) -*- IJiJx, -*- [cO/'(x„) -*- l]Jx„ = 0. 

Les variations (îxi, Sx^ étant entièrement arbitraires, 
l’éqnation précédente revient aux deux suivantes : 

Cy'(x,) -+-1=0, c4i'{Xo) -*-1=0, 

d’où l’on conclut que la droite en question est une nor- 
male commune aux deux courbes données. Ces deux • 
équations, réunies aux suivantes : 

y, — rx, -*- r', y» = cx„ -t- c', 

.Vi = ?(*■!) .V" = '/'(*•') 1 


Digitized by Coogle 



CHAPITRE XVIll. 


■437 


servironl à déterminer les constantes c, c' ainsi que les 
coordonnées des points extrêmes. 

1G2. Déterminer la ligne la plus courte qu’on puisse 
mener d’un point à un autre dans l’espace. 

En prenant trois axes rectangulaires quelconques et 
désignant par x^, y^, et Xi, y>, Zi les coordonnées des 
points extrêmes de la ligne, elle aura pour expression l’in- 
tégrale 

,f^\ y'^ z'*dx, 

Xn 

qu’il s’agit de rendre un minimum. 

On a 


V = |/ 1 ÿ'* H- z'ij d’où 


dV _ f/V _ »/ 

dy ’ dy' ^ y’i ^ ^'2 


dV 



dV _ dV _ z' dV _ 

dz ’ dz' \ -^ y'* -t- ' 

Ici les fonctions >> et Ç sont entièrement arbitraires, et les 
équations (1) donnent 


d. v' d. z’ 

— = 0 - ^ — — = 0, 

dx vTTy'^ -4- z'* dx y/ \ .+-»/'2 -h z"^ 

donc 

w' z' 

— = constante, — = constante, 

1/F+- »/'« z'2 V 1 y'2 + 


et, par suite, 

, dif , dz , 

U ou— =f, z ou— =c, 
dx dx 

d’où 

y = ex f,, z = r’x -*■ r \ , 
équations qui représentent une droite. 
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Lorsque les points extrêmes sont lixes, toutes les va- 
riations qui se rapportent aux deux limites sont nulles et 
l’équation (ÿ) est satisfaite identiquement; dans ce cas, on 
déterminera les constantes arbitraires par les conditions 
que la droite cherchée passe par les deux points donnés. 

Si ces deux points sont assujettis à se trouver sur deux 
courbes données 


(1) y=f(x), z^.p{x) 

(2) y=$(x), 

on aura, comme dans la question précédente, 

,3^ ■ âz„ = >i,'{x„)sx., 

Mais l’équation [g), qui se réduit à 

r/V dV 

v.^x,— v/x, -f- ~ (j'ÿ.—y'.jx,)- (igo—y'jx,) I 
dV. , dV, ^ 

— {iZi — ZiiXt) — —(iz„—zJx,) ) 

devient, dans le cas présent, 

Jx, -4- ÿ'i Jy, z\iz, _ Jx„ -t- -t- x; Jx, _ 

y/\ 

ou, à cause des équations (3), 

I -H j/>'(x,) -4- x'v'(x,) I -*-y;/(x„)-f-2>'(x„) 

: . 7 - , ,, 0 X„= 0 ; 

+ 2;® Vi + y? + Z? 

et comme les variations ox , sont entièrement arbi- 
traires, cette équation revient aux deux suivantes : 

I -e -♦ 2'i't"(x,) = 0, I + y\<f(x„) ■+■ z,f'(x„) = O, 
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ou 

(4) 1 = O, I ty (x„) + «■y'(x„) = 0 , 

qui expriment que la droite cherchée est une normale aux 
deux courbes données. 

Les équations (4‘) jointes aux suivantes : 

y, = ex, c, , y, = cx„ + c, , 

Zf = c X( “H c'i ^ C *r„ -f- C)y 

/y, = <l>(x,) ÿ„==î,(x„) 

Z, = 1 (x,) z„ = ^ (x„) 

t'ormeiit un système de dix équations au moyen des- 
quelles on pourra déterminer les quatre constantes arbi- 
traires et les six coordonnées des points extrêmes de la 
droite. 

163. Déterminer la ligne la plus courte qu’on puisse 
tracer sur une surface F(x, y, z) = o d’un point à un autre. 

l^a ligne dont il s’agit sera déterminée par l’équation (A) 
qui devient, dans le cas présent, 

dF d. y' f/F d. z' 

dz dx \/i _Hy'î -HZ'* f/y dx \/\ ^ y'î ^ «'à 

et qu’il faut joindre à l'équation de la surface. 

Les deux constantes arbitraires, introduites par l’inté- 
gration, se détermineront comme dans les questions pré- 
cédentes. 

Les lignes de longueur minimum tracées sur une sur- ’ 
face sont nommées lignes géodésiques de cette surface. 
Elles jouissent d’une propriété remarquable qui consiste 
en ce qu’en un point quelconque le plan oscillateur est 
normal à la surface. 
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r/x* (hj (/x* dz 


d? dz 


dx 


— 0 , 


En clTet, si l’on elTectuc les différcnliulions iiuli(|uées, 
l’équation (i) pourra s’écrire 

Idz d^i/ d)i d-z\ IdV dij dF dz\ d^z dF tPy dF 

\dx dx* dx dx*/ \dy dx dz dx} 

OU bien , à cause de 

dF dF du 
1- d. ^ 

dy dx dz dx 

d*x dF <Py dF _ 

dx* dy dx* dz ’ 

équation qui exprime que le plan osculateur passe par la 
normale à la surface. 

(/s 

A cause de la relation ™ =1/1 -i-y'*-(-z'*, l’équation (1) 
peut aussi s’écrire 


Idy d'^z dz d*iy\ dF 

\dx dx* dx dx*/ dx 


dF dy 
— d. -- 
dz ds 


dF dz 


KrachUlocht^ne. 

164. On appelle ainsi la courbe le long de laquelle un 
corps pesant descend dans le moins de temps possible d’un 
point à un autre. Si l’on prend pour axe des x une droite 
verticale, et deux droites horizontales rectangulaires pour 
axes des y et des z, la fonction qu’il s’agira de rendre un 
minimum sera 


(I) 


V X — x„ 


x^, X, étant les abscisses des points extrêmes de la courbe 
décrite. 
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On a ici 


V X — x„ (I 


(IV 


y 


d\ d\ 

dV 


df/' |/(x _ a;„) k' i -H y"i -t- dz' v/j. _ 1 

Les équations (i) donnent d’abord 
dV d\ 

^ ' (Tz _ 

__ O, -J- O, 

ou 

t/' 


|/(.r — x„) V/ 1 -t- y'* -H z’* 


( 3 ) 


V' X — Xi, l/ | H- y'* z'* 


; = C, 


|i' ç ç. 

d’où l’on tire—, = - , c’est-à-dire-;- ==-;, et, par suite , 

Z C (iz C 

c'y — cz — c". 

Il suit de là que la courbe est située dans un plan vertical ; 
en le prenant pour plan des xy, on aura z = o, et l’équa- 

i 

tion (2) donnera, en posant c ■■ 




y 


d’où 

y X 

(4) ■ 

*/' ou 


l/x — x„V'\ -4- y'* 1/ 2a 


dy . / X — x„ 

^ <la-ix-xy 

qui est l’équalion différentielle d’une cycloïde dont la base 
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est horizontale et dont le rayon du cercle générateur est 
égal à a. 

Si les points extrêmes sont fixes, on déterminera les 
constantes arbitraires par les deux conditions que la 
courbe passe par les points donnés. Lorsque ces points 
sont assujettis à se trouver sur deux courbes données, on 
a recours à l’équation (gr); mais il faut, suivant la remarque 
du n® i57, ajouter au premier membre de cette équation 


f rfV 

V 


V- dx provenant de la variation de ar„. 


Puisque les variations relatives à la première limite sont 
indépendantes des variations relatives à la seconde limite, 
l’équation (9) revient aux deux suivantes : 


V, fx, aH, ■+■ «H'i == O, 


VqJXp ■+- «Hp -1- allp -4- J'Xq 

( 

•Z'n 

Les conditions relatives aux limites sont donc 



Vr 


dV, 


dy 


7 2/1 


dV, \ 


JXt 


dY. 


dV, 


dz 


-- (j'z, = O, 



dV„ ^ dV„ , 

<tx„ -1- — -i- -y- (?«„ = O. 

dy dz' 


Désignons par \\ ce que devient V lorsque y fait x = Xj, 
Xg étant compris entre et x, ; on obtiendra les premiers 
membres de ces équations en faisant successivement e = 1 
et £ = O dans l’expression 



e 


Digitized by Google 



CHAPITHE XVIll. f(i5 

Or on a 

1^1 -t- I/'* -I- z'* f/V y' 

X — X„ y x — X„ 1 -+-»/'* -I- s'* 

'/V ^ z' ^ tiV v/ I -f- y'ï -4- 2’2 

dz' V^x — x„\'^ \-\- y"^ z’^ dxo ^(x — x,,)* 
Mais 


f/V = —rfy' -f- — ,lz' -t- — rfx = crfy' + c'dz' 
du dz' rfx 


|/l 


donc 


2 (x — x„) ’ 


;-i , dX , 

— = crfy' -4- c rfï rfx; 

Cf 


f/V 

rfx„ 


rfx = ff/y' c'dz' — f/V, 


et, par suite, 


/î 


rfv 

— dx = c{y',— y,) + c' (z', — zj — (V, — VJ = V,. 


dV, , rfV, , 

--5? 


■fv, , JV, _ 
rfy' dz' ‘ 


Par ces substitutions, l’expression précédente deviendra 
rfV, , rfV dV, dV, 


JXf -t- y\iyi ZiJz. 


= 0 . 


|/xj-x„l/t-4-yj-4-Z£ 

I^s conditions relatives aux limites sont donc 


Jÿi yi-fÿi = 0, 

jxo -4- y', «J'y» -4- zJjZo = 0 , 

équations qui expriment que la tangente à la cycloïde au 
point d’arrivée est perpendiculaire à la direction de la tan- 
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gente menée à la première courbe au point de départ et à 
celle de la tangente menée à la seconde courbe au point 
d’arrivée. On déterminera les constantes arbitraires comme 
dans les problèmes précédents. 

MÊajpitntttn ou tninifnutu 

105. Proposons-nous de déterminer les conditions du 
maximum ou minimum de l’intégrale ^ \rlx en supposant 

x« 

qu’une autre intégrale définie J Urfx conserve une valeur 

Xo 

constante ; on aura alors ce qu’on appelle un maximum 
ou minimum relatif. Dans ce cas, on suivra la marche in- 
diquée n" 129 pour les maximums et minimums ordinaires. 

Soit ^ U</x = o, a étant une constante; on cherchera le 

Xo 

maximum ou minimum absolu de l’expression 
\dx a / V<ix = j (V -e ÀlJjrfx, 

Xo •*'® 

/ désignant un coefficient constant. La solution ainsi ob- 
tenue dépendra du coefficient arbitraire \ qu’on pourra 

déterminer de manière que l’intégrale J ' Urfx prenne la 

Xo 

valeur a. On aura donc ainsi déterminé le maximum ou 

/ * Xi 

Vrfx -H aX, et, par 

Xo 

conséquent, je maximum ou minimum relatif de l’inté- 
grale J \dx. 
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Exemple : 

166. Déterminer une courbe telle que l’arc compris - 
entre deux points .V et B ait une longueur donnée a et 
que l’aire comprise entre cet arc, l’axe des x et les deux 
coordonnées extrêmes soit un minimum. 

Il faut déterminer y de manière que l’on ait 


^ 1 -+- y'* dx = (I 

■Vo 

et que J ydx .soit un minimum; pour cela on cherche le 




. minimum de l’intégrale J [y ■+■ y'2)rfx. Or on a 

dy dy \^ \ -\- y'* 

donc l’équation diirérentielle de la courbe cherchée est 

, , y 

I ) 


dx\/\ 

d’où l’on tire, en intégrant. 


V ■ 


/(/' , [x — r)dx 

X -t- = c OU dy 


rt-^y'* 

Kn intégrant une .seconde lois, on a 

(y— C')* -I- (X — >2, 

qui est l’équation d’un cercle. 

Substituant la valeur précédente de dans l’équation 


y; 


1/ I -H V * dx = H 


30 
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et intégrant, on aura 

/ . x, — c . 4;\ 

/ ( arc siii arc sin — o: 

\ i > / 

cette équation et celles qui expriment que le cercle passe 
par les deux points donnés, serviront à déterminer les con- 
stantes c, c' et ?.. 


CHAPITRE XIX. 

Des DIFFÉIIENCES FINIES. — FOIIMI'LES d’iNTERPOLATION DE NEWTON 

ET DE LAGRANGE. FORMULES d’aPPROXIMATION POUR LES 

QUADRATURES, RECTIFICATIONS, ETC. 


Me» diffeeettee» finie». 

167. Soit U une fonction de la variable indépendante x 
à laquelle on attribue la suite des valeurs particulières 

Xq^ X^y Xfy X3 . , . . ,■ 

la fonction m prendra elle-même des valeurs correspon- 
dantes que nous désignerons par 

l/j, M, .... U„. 

Si l’on fait 

«, — «„ — Ml„, M, — M, — AM, , «J — Uj = AMj, .... 

Am„, Am,, Am, .... seront les différences premières des 
quantités m„, m,, m, .... 


Digitized by Google 



CHAPITRE XIX. 


-*67 


En opérant de la même manière sur la suite de valeurs 

àU,, AMj .... 

en posant 

\U, — AMj — AM, = a’//,, AMj — AMi = A*?/, ... 

on formera les différences des différences premières ou 

les différences secondes des quantités Mi, «4 

Les différences troisièmes seront 

A*»f, — a*m„ = a’«„, a*Mj — a’m,==a^m,, a*«3 — a*m,= a’i/j,... 

et ainsi de suite. 

Soit, par exemple, m==x 2; en faisant a- ==1 , 2, ô ... on 
aura la suite des carrés des nombres entiers, 

1, 4, !», K), -2ti 

Les différences premières sont 

5, 5, 7, 0 . . . 
et les différences secondes 

O >.) 9 

^ . • • 

F.,es différences des ordres supérieurs au second sont nulles. 

168. F.,orsque les valeurs particulières m», «i, ... d’une 

fonction sont données, il est facile d’en déduire les diffé- 
rences successives de u„. En effet, on a pour la différence 
première 

Mlo — U, — ?/„. 

La différence seconde de u„ est 

Ab<„ == A7<, — am„ ; 

mais Au,—Vi — 1 /,, donc 

a’m, — lit — 2h, -4 i/„. 
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On a de même A’« =«j — m„ donc, 

A*U, — A*H„ ou A*M„ == M, 3Mj 3m, — U„. 

En continuant ces substitutions successives, on trouvera, 
quel que soit n, 

n(n — 1) 

(et) a"Mo = M,i — ^ ^ n„_j . . . . ^ wi<i ± «o, 

formule dont la loi est évidente et qui peut s’écrire 
A"Mo = (m — l)"» 

en ayant soin de changer, après le développement , u" en u,„. 

169. Réciproquement, lorsqu’on connaît «„ et les diffé- 
rences successives Am,,, A^m», A%„. . . , AX, on peut en 
déduire l’expression de u„; car on a 


«,= M„ 4- A Mo 


et 


AM, = AMo -H A^M„. 


substituant ces valeurs dans l’équation 


tif = Wj H- tiWj 


on aura 

M, = Mo 2 aM„ A*M„. 

Si l’on change, dans cette formule, Mocn Am» et Ut en Amj, 
on aura 

AMj= AM„ -f 2 a*Mo a’Mo, 


et au moyen de ces valeurs la formule m, =Mj-t- Am, don- 
nera 

M 3 = Mo AAMo ■+" 3 a^Mq A^Mo* 


En continuant ainsi, on trouvera, quel que soit «, 
m(m — 1) . , 

(6) M„ = Mo H- M AMo h — - i Mo .... -4- M A"“'Mo -4- A"Mo, 
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l'ornuile <|ui peut se mellre sous la l'oniie syitiholique 
= {!-<- -iy'Mü- 

fsrmNic* 

170. Soient, comme précédemment, 

( 1 ) M„, M,, W,.... U„, 

des valeurs particulières de la fonction « , correspondantes 
aux valeurs 

(2) T„i Xi, x^...,x„, 

de la variable indépendante x. L’opération qui consiste à 
insérer entre les termes de la série (1) de nouveaux termes 
assujettis à la môme loi que les premiers est désignée sous 
le nom d’interpolation. 11 n’est pas possible de déterminer 
l’expression analytique d’une fonction, dont la forme est 
inconnue, par la connaissance d’un certain nombre de 
valeurs particulières de celte fonction. Mais lorsque les 
valeurs connues sont très-rapprochécs , on peut en dé- 
duire les valeurs intermédiaires avec une exactitude suffi- 
sante pour les applications. Pour cela, on suppose que la 
fonction soit dévclo|ipable suivant les puissances de x dans 
l’intervalle que l’on considère, et que ce développement 
soit assez convergent pour qu’on puisse le réduire à ses 
n + 1 premiers termes. Par ce moyen on substitue à la 
fonction inconnue un polynôme du n* degré dont on cal- 
cule les différents termes par la condition qu’il prenne 
successivement les valeurs u,, Mj.... u, lorsqu’on at- 
tribue à X les valeurs particulières x„ xi x,. 

171. Supposons d’abord que les termes de la série (2) 
forment une progression aritbmétiipie ayant pour raison h, 

. et soit 

x„ — n, X, — h , X, 'Ih x„ = nb. 
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Formons au moyeu des termes de la suite (1) les diffé- 
rences successives A«„, A2«„ .... A''m„, et posons 



n sera un polynôme en x du n* degré, et si l’on y fait 
successivement x=o, h, ^h....nh, on trouvera 

<K, 

-H 

M„ -4- -t- A*;/,, 


»(;i — t) 

«„ -t- A*M„.... -4- A"M-, 

1.2 

expressions dont les valeurs sont, d’après la formule (ô) , 
« 0 , Ml, Mj.... donc u est le polynôme demandé. 

Si Xo n’est pas nul il suffira de changer dans la for- 
mule (c) X en X — Xo. 

La formule (c) est connue sous le nom de formule d’in- 
terpolation de Newton. 

172. Supposons maintenant que les termes de la série 
(2) soient quelconques et posons encore 

(I ) M = A Bx -t- Cx* . . . . -t- Nx". 

Il faut déterminer les coefficients A, B, C .... N par la con- 
dition que la fonction u devienne égale à m», u,, ut m. 
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lorsqu’on y l’ail x=jt„ x,, æ„ x„ On a donc les n-h I 

cqiiations 

= A -t- Bx„ -+ CxJ .... > Nx; 

M, = A Bx, -4- CxJ Tix' 


u„ — A -4- Bx„ -4- Cxî -4- Nx; , 

qui donneront pour A, B, C N un seul système de va- 

leurs déterminées. D’après les formules de résolution des 
équations du premier degré, ces valeurs contiendront l’une 
des quantités «i, u„ comme facteur, à leurs dif- 

férents termes; donc si on les substitue dans l’équation (1) 
on pourra écrire le résultat de la manière suivante ; 

(3) U - X„ M, -4- X, U, -4- Xj -4- X„ , 

Xo, X„X, .... X. désignant des polynômes du n* degré en x. 

Si l’on fait x ^ Xo, m doit se réduire à m„ ce qui aura lieu 
si l’on a 

X„ -= I, X, == O, Xj = O X„ = O pour x = x«. 

De même l’équation (3) sera satisfaite si l’on a 

X„, X, = I, X, = O . . . . X„ = O pour X ^ x„ 
et ainsi de suite. 

On déterminera dans le polynôme X» de manière qu’il 
s’annule pour x— x„ x„.... x, et qu’il se réduise à 1 pour 
x=x„; comme il est du «' degré on aura d’abord 

X„ = /:(x — X,) (x — X,) ....(x — x„), 

k désignant une quantité indépendante de x, qu’on déter- 
minera par la condition 

1 = k(x„ — X,) (x„ — X,) (x„- — x„), 
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Vti 
d’où 

K 1 

(x„ — X,) (X. — Xs) (x„ — x„) 

et par suite 

^ ^ (x — x,)(x— X,) (x — xJ 

(x„ — X,) {x„ — Xj) (x„ — x«) 

On aura des valeurs analogues pour les polynômes X„ 
donc 


j (x — X.) (X — X,) (X — x„) 

U = «„ 

l (x„— X,) (x„— X,) (x,, — x„) 

I (x — X.) (x — X,) (x — x„) 

1 - ^ - " " I 1 - I I 

(d) < (x, — x„) (X, — X,) ... . (x,— x„) 

f (x — X„) (X — X,) (X — x._,) 

______ Xi , 

I (x„— X„) (X„— xJ (x„— x^.,) 

Si l’on fait 

/■(x) = (x — X„) (x — X,) (x — Xj) . . . . (x — x„) , 
cette formule pourra s’écrire 

M = ^ /(^) f{x) «„ _ 

* — a'o f'(x„) X — X, / '(x,) "x - x„ /''(x„)’ 


et l’on voit qu’on aurait pu l’obtenir directement par la 
décomposition en fractions simples de la fraction ration- 


nelle dans laquelle le degré du dénominateur est su- 
périeur d’une unité à celui du numérateur. 


H’appt'oxfmnhot» pour- loa fiuailfuluroi , 
reeUfteaUoMS , cubaiure», oie. 

175. Toutes les questions relative^s à la quadrature des 
aires, à la reclilication des courbes, etc., se ramènent à 
une ou plusieurs intégrations relatives une seule varia- 
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ble; mais cuinmc ces intégrations sont souvent impossi- 
bles, on est obligé d’avoir recours à des formules d’ap- 
proximation. 

X 

Supposons qu’il s’agisse d’évaluer l’intégrale f f[x)dx ou 

Xo 

l’aire comprise entre la courbe }/ = f{x), l’axe des x et les 
ordonnées correspondantes aux abscisses Xo, X; lorsque 
l’intégration indiquée ne peut pas s’effectuer directement, 
on substitue à la courbe proposée une courbe parabolique 
assujettie à passer par un nombre donné de points de la 
première. L’approximation sera d’autant plus grande que 
les deux courbes auront un plus grand nombre de points 
communs. Pour cela on se sert des formules d’interpola- 
tion que nous venons d’établir, et la question est ainsi 
ramenée au calcul d’un certain nombre d’ordonnées de la 
courbe y=f{x) et à l’intégration d’une fonction entière, 
ce qui n’offre aucune difficulté. Mais on arrive plus promp- 
tement au même but de la manière suivante : partageons 
l’intervalle X — x„ en un nombre pair 2» de parties égales 

à h = - ” et calculons les ordonnées ?/o, »/i, ys .... ytn 

de la courbe correspondantes aux abscisses x„, x^ + h, 
x„-H 2/( — X; remplaçons la courbe proposée, dans l’in- 
tervalle Xo et Xo + 2/» par un arc de parabole du second 
degré passant par les extrémités des ordonnées ijo, yt, y,; 
.son équation sera donnée par la formule (a) en la limitant 
aux trois premiers termes et en y substituant la lettre y 
à la lettre u . on aura ainsi 


y == y» 





et l'aire compri.se entre les ordonnées y» et aura pour- 
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en remplaçant Ay„ et Ay% par leurs valeurs 

y. — — 2y* .v»- 


On aura de la même manière, pour l’aire comprise entre 
les ordonnées yt et , 

^ {y* ■+■ ^yr. y*)> 

et ainsi de suite jusqu’à 

Faisant la somme de toutes ces aires partielles, l’intégrale 
proposée aura pour valeur approchée 

^ [y» Vin 2(.l/î 2/4---- -+-ysn-s) (.Vl */3 • • • <-i/n-l)]j 

et l’approximation sera d’autant plus grande que h sera 
plus petit. 

Cette formule est due à Thomas Simpson. 

n^ DI' CAi.oJi. inté(;rai,_. 
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